Théorie et codage de l'information

Les codes de Hamming et les codes cycliques

- Chapitre 6 (suite et fin)-




/ LES CODES DE HAMMING \

Principe

La distance minimale d’un code linéaire L est le plus petit nombre de colonnes
linéairement dépendantes dans sa matrice de test H. Pour un [n, k, 3]-code, aucune

colonne de H n’est multiple d’une autre.

Construction

Les codes de Hamming sont des [n, k, 3]-codes construits ainsi :
1. choix d'un vecteur-colonne ¢; non-nul dans (F,)"
2. choix d’un vecteur-colonne ¢y dans (Fy)" — {a.c; : a € Fj}

3. réitération jusqu’a ce qu’il n’y ait plus de ¢; non-nul
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/ LES CODES DE HAMMING \

Intéréts

Notations

Un [n, k, d]-code de Hamming g-aire d’ordre 7, noté H,(r), est tel que :

n=(q¢"-1)/(g=1) ; k=n-r ; d=3

Décodage des codes de Hamming

A
\j

tableau standard

T T

q ¢"—1=(¢—1n

On constate que (¢ — 1)n représente aussi le nombre d’erreurs possibles de poids 1!

K > le syndrome de e; est donc égal & la i°™° colonne de H. /
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/ DECODAGE DES CODES DE HAMMING Hy(r)

Exemple

Les colonnes de la matrice de controle H sont simplement les représentations

binaires des 2" — 1 premiers nombres positifs non-nuls.

> syndrome = position de 'erreur a corriger

Exemple : H5(3)

0 0 0 1
H=10 1 1 0
1 01 0

O St
e J S
—_ =

En supposant qu’une unique erreur s’est produite a la position 3, ce qui correspond

au vecteur d’erreur donné par eg = 0010000, le syndrome du mot recu est égal a

esH' = 011. Ce nombre donne la position de Ierreur.
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/ DECODAGE DES CODES DE HAMMING H3(r)

Exemple

Comme pour Hs(r), on choisit les colonnes de H comme I'expression des premiers
nombres dans une base ternaire, en s’assurant que la premiére composante

non-nulle de ces nombres est 1.

Exemple : H3(3)

0 0
H=1] 0 1
1 0

—_ = O
_ N =
N N =

0 1
1 0
2 0

—_
N T S G —

1
2
0

—_ O =
[N R
O ==

Si une erreur apparait a la position 7, le vecteur d’erreur est de la forme « e;, avec

a € {1,2}. Le syndrome résultant o e;H .

N

> on détermine la position de l'erreur et la correction a apporter.

~
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/ PRINCIPE DES CODES CYCLIQUES \

Définition

Les codes cycliques C constituent 1'une des classes les plus importantes parmi les
codes linéaires.

Définition 1. Un code C est dit cyclique s’il est linéaire et s’il vérifie la propriété

swivante :

(cog...cn1) € C <= (cpn_1c0...Cn_2) € C.

La permutation circulaire des composantes est appelée shift. On peut dire que
(cp—1€o - -.Cn_2) est le shift de (cq...cp_1).
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/ PRINCIPE DES CODES CYCLIQUES

Exemples

Les codes suivants sont des exemples de codes cycliques, qui ne présentent pas tous

un intérét pratique :

— {0} et (Fg)"
— C =4{000,101,011,110}
— Soit C le code dont la matrice génératrice est définie par
10010010 0y — GW
G=|0o10010010|] — G®
001001001/ — GO
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/ REPRESENTATION POLYNOMIALE

Intérét

Il est commode d’utiliser la représentation polynémiale suivante :
(coc1...Cno1) —— m(x) =co+ 1+ ...+ cprz™ L.

En effet, le polyndéme associé au mot shifté (¢,_1cqg...c,—2) est celui que I'on

obtient en évaluant z.m(x) modulo (z™ —1) :

Cne1+cox+ ...+ cCnoox™ ' = x(co+ - Fcp12" ) —cpoi(z™ = 1)

x.m(z) modulo («" — 1).




/ REPRESENTATION POLYNOMIALE
Cadre algébrique

Définition 2. Soit F, un corps fini et soit n un entier non-nul. On appelle

représentation polynomiale de (F,)™ lapplication
0:(F,)" — Fylz]/ <2 —1>

telle que O(cocy ...Cno1) =co+c1z+ ...+ cp1ax™ 1,

Définition 3. On appelle représentation polyndmiale de C [’ensemble des

représentations polynomiales des mots de C, que [’on note 0(C).
Exemple

Si C = {000, 101,011,110}, alors §(C) = {0,1 + 22,2 + 22,1 + 2} ou 0 désigne ici le

polynéme nul.
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STRUCTURE ALGEBRIQUE DE 6(C)

Codes cycliques et idéaux

La définition d’un code cyclique nous améne directement & :

Théoréme 1. Le code C est cyclique si et seulement si C est un sous-espace
vectoriel de (Fy)" et si tout multiple modulo (z" — 1) d’un polynéme de 6(C) est
aussi un polynome de 6(C).

En se rappelant de la définition d’un idéal bilatére, on obtient :

Théoréme 2. Soit C un code linéaire de longueur n sur F,. Alors C est un code
cyclique st et seulement si sa représentation polynémiale est un idéal bilatére de
UVanneau Fylz]/ < 2™ —1 >.

N
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STRUCTURE ALGEBRIQUE DE 6(C) \

Polynome générateur

Aprés avoir montré que tout idéal de 'anneau F,[z]/ < ™ — 1 > est engendré par

un méme polyndme, dit polyndme générateur, on montre :

Théoréme 3. Chaque code cyclique C de longueur n sur F,, et non réduit a

[’élément nul, possede un polyndme générateur unitaire et un seul qui est diviseur
de (™ — 1) dans F,|z].

Exemple

Soit C le code cyclique tel que :
0(C) = {0,1 + z,x + 22,1 + z°}.

On constate que le polynéme (1 4 x) est le polynéme générateur de C.

N /
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STRUCTURE ALGEBRIQUE DE 6(C) \

Polynome générateur

Il est maintenant possible d’exhiber tous les codes cycliques de longueur n grace &
la recherche de tous les diviseurs de (™ — 1).

Le résultat suivant permet ensuite de trouver les mots du codes :

Théoréme 4. Soit C un code cyclique de longueur n et g(x) son polynome

générateur tel que d°(g) = t. La famille suivante

{g(x),z.g(x),..., 2" "  g(x)}

est une base de 6(C) et la dimension du code est n —t.

N /
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/ CONSTRUCTION D’UN CODE CYCLIQUE

Exemple

On veut construire un code cyclique de longueur 7 sur F5. On montre que
(" —1) = (z —1)(23 + 2+ 1)(z® + 22 + 1), ce qui nous conduit & :

Co: go(x) =2"—1=0

Ci: qi(z) =x—1

Co: go(x) =2 +2+1

Cz: ga(x) =a°+2°+1

Ci: ga(x) =gi(x).go(x)=a*+2°+ 2% +1

Cs: gs5(x) =gi(x).gs(x)=a*+2*+2+1

Co: gs(x) =ga(x).gs(x)=a+2°+a* +2° +2° +2+1
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MATRICE GENERATRICE \

Construction a partir du polynéme générateur

La famille {g(z),z.g(x),...,2" " 1.g(x)} est une base de §(C). 1l suffit donc de
choisir les mots associés a cette base pour construire G.

Théoréme 5. Soit g(x) = go + g1z + ... + gix* le polyndme générateur d’un code
cycliqgue C de longueur n sur F,. La matrice G constituée de n —t lignes et n
colonnes sutvante est génératrice.

(go g1 ... g+ 0 ... O\
G — O g9 9 0 g ... O
\O ... 0 g g ... g
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/ MATRICE GENERATRICE

Exemple

Considérons le code cyclique C de (F3)” engendré par le polynéome générateur
g(x) =1+ 2% + 3. D’aprés le théoréme précédent, une matrice génératrice de ce
code est donnée par :

(101100 0)

0101100
G =

0010110

\0 0010 11)

Chaque ligne de G peut étre obtenue par un shift de la précédente.

N
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/ MATRICE DE CONTROLE

Définition du polynéme de controle

On définit un polynéme de controéle ainsi :

Définition 4. Soit C un |n, k]-code cyclique de polynome générateur g(x). Le
polynome h(x) vérifiant g(x).h(x) = (™ — 1) est dit polynome de controle.

On peut montrer le résultat suivant :

Théoréme 6. Soit C un |n, k|-code cyclique dont le polyndéme de contréle est h(x).

On a la relation suivante :

p(x) € 0(C) < p(x).h(x) = 0.

N
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/ MATRICE DE CONTROLE

Construction a partir du polynéme de controle

Déterminons maintenant I’expression de la matrice de controle a partir du

polyndéme de controle.

Théoréme 7. Soit C un [n, k,d]-code cyclique de polynoéme de controle
h(x) = hg + hix + ...+ hpz®. La matrice H suivante est une matrice de test de C :

(hk hi—1 ... ho 0O ... 0)

0 iy h 0
H — k k—1 0

Ko 0 hi hio ho /
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