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ANALYSE FACTORIELLE DISCRIMINANTE
Objectif

Contexte : Chaque individu x; du tableau X est considéré comme un point
d’un espace vectoriel £ de dimension p.

L’ensemble des n individus constitue un nuage de points dans £.

On suppose que
— ny individus appartiennent a la classe wq
— n9 individus appartiennent & la classe wo

tel que n = ny + ns.

Objectif : On cherche a projeter les données sur un axe A(u) de vecteur
directeur v maximisant la séparabilité de wy et ws.
La régle de décision s’écrit
- T
wo SiA(x)=u'ax > A\
i) = ()

w1 sinon



ANALYSE FACTORIELLE DISCRIMINANTE
Objectif

Objectif : maximiser la séparabilité des données




ANALYSE FACTORIELLE DISCRIMINANTE

Mesure de séparabilité

Séparabilité : Afin de trouver un axe discriminant A(w), il convient de

définir une mesure de séparabilité.

On note mi et mo les moyennes de chaque classe, soit
1 1
mp = — g T Mo = — E T
nq n2
TCwl Trcw2

Solution (mauvaise) par ’exemple : On pourrait, par exemple, considérer

I’écart quadratique entre les moyennes projetées de chaque classe
J(u) = (u' [mi —my))* = (m1 — p2)’

Les figures précédentes montrent qu’il convient de prendre en compte la

dispersion des classes.



ANALYSE FACTORIELLE DISCRIMINANTE

Discriminant de Fisher

Critére utilisé : Le critére de Fisher suggére de maximiser 1’écart

inter-classe, normalisé par une mesure de la dispersion intra-classe.

T

Le discriminant linéaire de Fisher est défini par A(x) = v ' x, ot v maximise

le critére dit de Fisher donné par

J(’U,) _ (:ul - ,LL2)2
p1of+p203

avec
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Discriminant de Fisher




ANALYSE FACTORIELLE DISCRIMINANTE

Discriminant de Fisher

> On définit les quantités suivantes dans ’espace des individus

EZ-:i Z(w—mi)(m—mi)T

n;
rTcw;

Y =121 + padin

La matrice 3, est appelée matrice de dispersion intra-classe

> On peut exprimer X,, en fonction de 0% et o3. En effet

1 - -
2 _ . .
0r = E u (x—my)(x—m;) u

1
Trcw;

—u'S;u

En conséquence, on a

2 2 T
P101 +P205 = u YU




ANALYSE FACTORIELLE DISCRIMINANTE

Discriminant de Fisher

> On définit les quantités suivantes dans ’espace des individus

= (my — my)(my —ma) '

La matrice 3, est appelée matrice de dispersion inter-classe

Remarque : la matrice 3 est de rang 1.

> On peut exprimer X en fonction de uq et po. En effet

(b1 — p2)® = [u' (my — my))?

—u'S,u



ANALYSE FACTORIELLE DISCRIMINANTE

Discriminant de Fisher

Définition : Le critére de Fisher s’exprime ainsi :

uw'S,u
u'X,u

J(u)

Maximisation : On calcule le gradient de J(u), qu'on annule ensuite
Vi) = (u'Z,u) Vi Zpu} — (u' Zpu) Viu' 2, u}
=2(u' B, u)Tpu —2(u yu)T, u
VJ(u) =0 = (u' Z,u)Spu = (u'Zyu)Z, u

En divisant chaque membre par (u' X, u), on aboutit a

Y%= J(u)u
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Discriminant de Fisher

Probléme : Pour maximiser J(u), 1l convient de résoudre

Yo% =J(u)u

> On sait que Xy = (m; — mo) (M, — my)'. En remplacant ci-dessus, on
obtient

Juw)u=3_"(m; —ms) (m —ms) u

constante

> A une constante prés, ceci implique que :

u = 2;1 (mq1 — mo)

T

Le discriminant A(x) = u ' & correspondant est dit discriminant de Fisher (1936).
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Exemple

Données : On considére les deux classes d’individus dans IR? suivantes :

= u = (1.76,0.75)
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CRITERES DU SECOND ORDRE

Taxonomie

Les critéres du second ordre, tels que le critére de Fisher se contentent d’une

quantité d’information modeste, limitée aux 2 premiers moments de A\(x) :

1
i = n—Z)\ =u'm; — Ao
v rTCw;
1
o = . > (Ma) — ) =u'Su
v Trcw;

Exemple : le rapport signal-sur-bruit généralisé

(1 —/1»2)2
poi+(1—p)os

I1 se décline suivant le critére de Fisher (p = p1), la déflexion (p = 1/2) et le

2 2
Jrsbg(,ula K2, 01702) —

rapport signal-sur-bruit (p = 1).
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CRITERES DU SECOND ORDRE

Choix optimum du critére

Le choix d’un critére du second ordre constitue un probléme crucial car le

paramétre p influe largement sur les performances :

rapport signal-sur-bruit (p =

N, -

w2

@x

d(x) = wi

12

déflexion (p = 1/2)




CRITERES DU SECOND ORDRE

Choix optimum du critére

Soit A(x) la statistique linéaire définie par A(x) = u'x — \g. Soit J (11,12, 0%, 03)

un critére du second ordre, ne dépendant donc que des variables suivantes :

1 T
i = — AMz)=1u m; — Ao
1
= Y @) ) = B
T Trcw;
_ 1 _ 1 T
avec My = - ) ., T et > o mewz(w m;) (x —m;) " .

Objectif :

Rechercher w et \g maximisant J (w1, o, 02, 02) sans expression du critére
) s YV1yY2
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CRITERES DU SECOND ORDRE

Choix optimum du critére

Les dérivés partielles de J par rapport & u et \g doivent étre nulles, c’est-a-dire

oJ _ aJ Odof | 9] 802 oJ aul 8J  Ous _
ou 80% ou + 0o3 + ou1 + Ouz  Ou 0
9J _ 9J 907 | 9J .802 dJ _am oJ  Ouz _
8)\0 o 80% 8)\0 —l_ 80‘% 8)\0 + 8/11 8)\0 + 8/12 8)\0 o 07

ou les dérivées partielles de u; et o? par rapport a u et \g sont données par

= =2 2% ; — 3 - = ) = —1.
ou “oBe ™ o Y g

Ces résultats permettent de réécrire le systéme précédent ainsi

2 El—l— 22:|’U,——[88MJI 1_|_88MJm2

8/1/1 —l_ 8/_1/2 — O.
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CRITERES DU SECOND ORDRE

Choix optimum du critére

En introduisant la deuxiéme équation dans la premiére, et en notant que u peut

étre défini a un coefficient multiplicatif pres, on aboutit au systéme linéaire
(P21 + (1 = p)Eo]u = (M2 — M),

avec
oJ
o 80%
P= 57 L oT
80% 80%

Remarque : On a 0 < p < 1 si J(u1, 2, 0%, 03) varie dans le méme sens par

rapport a 0% et o3 (dérivées de méme signe). Cette condition est raisonnable.

Conclusion. Ce résultat est particuliérement intéressant puisqu’il établit que

I'expression de J(ju1, ji2, 0%, 05) n’intervient dans uw que par l'intermédiaire de p.
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CRITERES DU SECOND ORDRE

Choix optimum du critére

Algorithme de la méthode

1. Initialiser p a 0
2. Tant que p <1, répéter
> résoudre [pX; + (1 — p)3g]u = (Mg —m;) pour obtenir wu,
> déterminer le seuil A, minimisant par exemple F.(d,)
> mise & jour de p: p< p+ Ap, avec Ap préalablement choisi

3. Sélectionner le meilleur détecteur dp obtenu
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OPTIMISATION DES CRITERES DU SECOND ORDRE

Choix optimum du critére

Le classifieur obtenu par la méthode précédente est au moins aussi performant que
ceux résultant de la maximisation du rapport signal-sur-bruit, etc. En effet, il leur
correspond a chacun une valeur particuliére de p.

DO
-

RSB ——

optimum——

déflexion——

RSB

déflexion

optimum ‘

0 05 0.7 1
parameétre p

Fisher (p = p1)

pourcentage d’erreur estimé
f—
o
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OPTIMISATION DES CRITERES DU SECOND ORDRE

Choix optimum du critére

Le calcul du parameétre p correspondant au rapport signal-sur-bruit conduit au
résultat connu suivant :

Ursh = ZJ1_1("/”/2 - ml)a

car prspb = 1. De facon analogue, on établit pour la déflexion et le critére de Fisher :

Udeflex — 2 (21 + 232)_1(777/2 - ml)
Upisher = (P11 + P2 22)_1(’mz —my),

car Pdeflex — 1/2 et PFisher = P1-
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ANALYSE FACTORIELLE DISCRIMINANTE

Cas multi-classe

Généralisation du critére de Fisher a (' classes :
T

On cherche (C' — 1) projections \;(x) = u,; « a partir de (C' — 1) vecteurs u;

On range les vecteurs u; dans la matrice U, soit A(z) = U ' .

Notation :

On généralise la dispersion intra-classe comme ceci

C
Sy=) %
1=1

et la dispersion inter-classe comme cela

C
1
_——E i(my; — i—m)'
b ni:ln(m m) (m; —m)
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Cas multi-classe

TS




ANALYSE FACTORIELLE DISCRIMINANTE

Cas multi-classe

Définition : Dans le cas multi-classe, le critére de Fisher s’exprime ainsi

U's,U
JU) =1 = |
U ' %,U|
Maximisation : La solution U = [u1,...,uc—1] du probléme est obtenue en

résolvant le probléme aux valeurs propres généralisé suivant

(Xp — NiXw)u; =0

pourt=1,...,C — 1.
Notes : Les directions de projection u; correspondent aux vecteurs propres

associés aux plus grandes valeurs propres de 2;121). Au plus C' — 1 valeurs

propres sont non-nulles car rang(%;) = C — 1.
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Cas multi-classe

Iris Data (red=setosa,green=versicolor,blue=virginica)
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LDA2

Cas multi-classe

LDA: iris projection onto the first 2 linear discriminants
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