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THEORIE BAYESIENNE DE LA DECISION
Préalable

Objectif : La théorie bayésienne de la décision est une approche statistique

fondamentale pour la résolution de probléme de détection et classification.

Cotts : Cette approche repose sur la recherche d’une décision optimum
définie & partir des lois de probabilité régissant les hypothéses testées et de

cotlits associés. Elle vise a proposer la décision de colit minimum.

Exemple : détection de cible par un radar, diagnostic médical

Hypothéses : Le probléme est posé en termes probabilistes. Toutes les lois

nécessaires sont supposées connues.



THEORIE BAYESIENNE DE LA DECISION

Exemple

> On considére le probléme introductif de classification de poissons selon les

classes "saumon" et "bar".

> On définit une variable aléatoire w telles que :

W = W71 pour un sauimon

w = wg pour un bar

Saumon Bar



THEORIE BAYESIENNE DE LA DECISION

Probabilités a priori

> Les probabilités a prior: définissent les probabilités de chaque classe avant le

recueil des données.
On note P(w = w;) ou plus simplement P(w;)

Pour C classes en compétition, on a : Z,chl P(w;) =1

> Pour ’exemple précédent, elles définissent les probabilités de voir, soit un

saumon, soit un bar, sur le convoyeur du bateau usine

Exemple : P(w;) = 2 P(ws) = 2

> Les probabilités a priori peuvent varier selon la situation.

— Si 'on observe autant de saumons que de bars sur le convoyeur, on

pourra fixer P(wy) = P(wy) = %

— C(Ces probabilités peuvent évoluer selon la saison.



THEORIE BAYESIENNE DE LA DECISION

Prise de décision a partir des probabilités a prior:

> Une régle de décision prescrit 'action a entreprendre étant donné une

observation.

Exemple : attribuer le poisson observé x a la classe wy des bars.

> Si les seules informations disponibles (hypothéses) sont :
— les probabilités a priori de chaque classe

— les conséquences des mauvaises décisions "choisir w; pour wy" et "choisir

wo pour wi" sont équivalentes

Quelle régle de décision adopter ?

> Choisir wy si P(w1) > P(ws), sinon we
— Reégle raisonnable mais consistant a choisir toujours la méme classe
de poisson, quelle que soit ’observation .
— Sous les 2 hypothéses ci-dessus, aucune régle ne fait mieux. Voir ci-apres.
— Mais sinon, que faire pour d’autres hypothéses? Voir ci-aprés.



THEORIE BAYESIENNE DE LA DECISION

Parameétres et espace des parameétres

> Un paramétre (feature) est une variable/caractéristique observable de .

> L’espace des paramétres (feature space) est ’ensemble dans lequel les
parameétres sont échantillonnés.
Exemple : pour les attributs des poissons
— longueur
— largeur
— couleur

— position de la nageoire dorsale
> Pour simplifier, on supposera que les paramétres sont des variables continues.

> On note : « € ]Rd, ou d est le nombre de caractéristiques.
q



THEORIE BAYESIENNE DE LA DECISION

Densités conditionnelles

> La densité de probabilité conditionnelle a la classe w; est la densité de

probabilité de x étant donné 'appartenance de 'individu a la classe w; :

p(x|w;)

Cette fonction est également appelée vraisemblance.

Exemple : attributs des poissons selon le type



THEORIE BAYESIENNE DE LA DECISION

Densités conditionnelles
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THEORIE BAYESIENNE DE LA DECISION

Formule de Bayes et probabilité a posteriori

> La probabilité a posteriori désigne la probabilité d’une classe w; étant
donné une observation x :
P(wi|x)

> Par la formule de Bayes
P(wi, x) = P(wi|z) p(x) = p(x|w;) P(wi)

on aboutit a :
p(x|w;) P(wi)
p(x)
__ p(x|wi) P(wi)
> p(x|w;) P(w;)

> Puisque p(x) apparait comme un terme de normalisation, indépendant de la

P(wilz) =

classe, on note que :
P(wi|e) o« p(a|w;) P(w;)



THEORIE BAYESIENNE DE LA DECISION

Probabilité a posteriori

Exemple du transparent 7 avec P(wy) = % P(wy) = 2

5




THEORIE BAYESIENNE DE LA DECISION

Probabilité a posteriori

Etant donné une observation x, il est pertinent de prendre la décision a partir de la
probabilité a posteriori :

w* = argmax P(w;|x)
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THEORIE BAYESIENNE DE LA DECISION

Reégle du maximum de probabilité a posteriori

On considére un probléme de classification a 2 classes (wy et wo).

La régle de décision du maximum de probabilité a posteriori s’écrit :
Si P(wi|x) > P(ws|x) choisir wy, sinon choisir wo

que l'on peut écrire plus simplement :

P(wi|z) 2 P(ws|)

w2

11



THEORIE BAYESIENNE DE LA DECISION

Reégle du maximum de probabilité a posteriori

En utilisant la formule de Bayes, on aboutit a :

p(e|wi) Pw1) 1 p(x|ws)P(ws)
plr) & p=)

c’est-a-dire :

5 P(@|wr) <& Plws)

M) = @) & Plon)

Le terme A(x) £ ggﬂ‘;;g est appelé rapport de vraisemblance, et Ao = IIZEZ}?% le sewil.

Ce test nécessite de connaitre les probabilités a priori P(wy) et P(w2), ainsi que les

densités de probabilité conditionnelles p(x|w;) et p(x|ws).

12



THEORIE BAYESIENNE DE LA DECISION

Exemple

On considére un probléme de catégorisation a 2 classes, dont les densités de

probabilité conditionnelles sont définies par une loi normale scalaire :

plelw) = J;TJ?eXp Q%)

avec 11 = 4, po = 10 et 03 = 05 = 1.

On suppose que : P(wy) = P(ws) = %
Montrer que la régle du maximum de probabilité a posterior: s’écrit :

wa
x =27

w1

13



THEORIE
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THEORIE BAYESIENNE DE LA DECISION

Exemple

Déterminer la régle de décision lorsque P(w;) = 2P(w>)

15



THEORIE BAYESIENNE DE LA DECISION

Probabilité d’erreur

On considére la régle de décision (probléme & 2 classes) :

P(wi|z) 2 P(ws|x)

w2

Etant donné une observation @, on commet une erreur si :
> on décide wy alors que w = wsy

> on décide wy alors que w = wy

En conséquence :

P(wi]x) si on a décidé wo
P(erreur|x) =
P(ws|x) si on a décidé wy

P(erreur) = /P(erreur|w)p(m) dx

16



THEORIE BAYESIENNE DE LA DECISION

Probabilité d’erreur

Exemple du transparent 7 :
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THEORIE BAYESIENNE DE LA DECISION

Probabilité d’erreur

Afin de minimiser
P(erreur) = /P(erreur]a:)p(a:) dx

avec
P(wi]x) si on a décidé wo
P(erreur|x) =
P(wz|x) si on a décidé wy
Etant donné «, il faut donc :
> choisir wy si P(ws|x) < P(wi|x) car alors P(erreur|x) = P(ws|x)

> choisir we si P(w1|x) < P(ws|x) car alors P(erreur|xz) = P(w;|x)

On retrouve la régle du maximum de probabilité a posteriori

La régle du maximum de probabilité a posteriori minimise P(erreur)

18



THEORIE BAYESIENNE DE LA DECISION

Calcul de la probabilité d’erreur

Par le théoréme des probabilités totales :
P(erreur) = P(erreur|w;)P(w1) + P(erreur|ws) P(ws2)

avec
P(erreur|w;) = P(choisir w;|w;) = / p(x|lw;)dx, i#]
TzER

J

ou R; désigne la région de décision de @ correspondant a la décision w;

19



THEORIE BAYESIENNE DE LA DECISION

Calcul de la probabilité d’erreur
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THEORIE BAYESIENNE DE LA DECISION

Calcul de la probabilité d’erreur

Exemple du transparent 13 :

1 1
P(erreur) = —/ p(x|lwr) dx + —/ p(x|ws) dx
2 x>7 2 <7

1 / . ( @—4P)wﬁ_1 . ((gr;—l())?)daj
2V 21 Ja>7 P 2 2V 21 Jy< P 2

Soit ®(\) la fonction de répartition de la loi normale centrée réduite :

o= [ Lo ()

Par les changements de variables z = x — 4 et 2/ = z — 10, on en déduit :

P(erreur) = % [1—®(3)] + %@(—3)
:%p_¢@ﬂ+%u—¢@ﬂs1%wm*

21



THEORIE BAYESIENNE DE LA DECISION

Reégle du maximum de probabilité a posteriori

(z|wr) @1 P(w2)
(@|w2) = Plon)

Az) 2 i

Si P(w1) = P(ws) la régle devient :

w1

p(x|wi) 2 p(e|ws)

w2

Si p(x|w1) = p(x|ws) la régle devient (en réponse au transparent 4, point 3) :

P(w) 2 Plws)

w2

22



THEORIE BAYESIENNE DE LA DECISION

Généralisation a C classes

La régle du maximum a posterior: se généralise a C' classes w1, ...,wc

w* = argmax P(w;|x)
Wi

Elle minimise la probabilité d’erreur, définie par :

P(erreur) = /P(erreur|w)p(m) dx

avec

(11— P(wq|x) si on a décidé wy

P(erreur|x) = <

| 1 — P(wc|z) si on a décidé we

En effet, étant donné x, décider w* tel que w* = argmin,, (1 — P(w;|x)) permet de

minimiser P(erreur|x).

23



THEORIE BAYESIENNE DE LA DECISION

Généralisation a C classes

P(erreur|z = 25) si on a choisi : wiws
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THEORIE BAYESIENNE DE LA DECISION

Calcul de la probabilité d’erreur

Par le théoréme des probabilités totales :

C
P(erreur) = Z P(erreur|w; ) P(w;)
i=1

avec

P(erreur|w;) = Z P(choisir wj|w;) =1 — / p(x|w;) dx

ou R; désigne la région de décision de @ correspondant a la décision w;
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THEORIE BAYESIENNE DE LA DECISION
Critére de Bayes

La regle précédente accorde la méme importance & toutes les erreurs
"choisir w; alors que w; est la décision exacte"
Pour certaines applications, les erreurs n’ont pas la méme gravité :
"ne pas détecter un cancer alors que le patient en a un"
versus
"détecter un cancer alors que le patient n’en a pas"

Le critére de Bayes permet de fixer le cotlit de chaque mauvaise décision

On considére C' classes {w1,...,wc}
On considére D décisions possibles {d1,...,dp}
Soit A\(d;,w;) le cotit de la décision ¢; tandis que la classe est w;

26



THEORIE BAYESIENNE DE LA DECISION
Critére de Bayes

> Exemple :
w1 : le patient a une tumeur maligne
wo : le patient a une tumeur bénigne
01 : le patient subit des examens complémentaires car diagnostiqué malade

do : le patient est renvoyé chez lui car diagnostiqué sain

ici on a A(d2,w1) > A(d1,w2) sans ambiguité

27



THEORIE BAYESIENNE DE LA DECISION
Critére de Bayes

> On définit un cott R(J;|x) pour chacune des décisions possibles J; en

fonction des classes d’appartenance possibles w; d’une observation x

R(5;|x) = Z)\ 8i,w;) P(wj|x)

Notation : on pourra écrire \;; = A(d;,w;) par souci de concision

28



THEORIE BAYESIENNE DE LA DECISION
Critére de Bayes

> Soit d(x) une fonction de décision qui, a toute observation & associe une

décision parmi {d1,...,0p}, c’est-a-dire :

IRd—>{51,...,5D}

x — 0(x)

> On définit le cotit moyen d’une régle de décision d(x) pour tout x par :

R = /R(5(w)\m) p(x) dx

La régle de décision recherchée 6*(-) est celle minimisant R

29



THEORIE BAYESIENNE DE LA DECISION
Critére de Bayes

> La régle de Bayes minimise le colit moyen R

> En effet, étant donné une observation x, elle consiste a choisir la décision §*

minimisant R(d;|x) parmi toutes les décisions possibles d;

0" = arg r%in R(0;|x)

C
— arg ngnz; A0, w;) Plw,|)
J:

30



THEORIE BAYESIENNE DE LA DECISION
Critere de Bayes : cotits 0-1

> Cas particulier des cofits 0-1 :

Osit=j o
>\(5i,wj): o . Z,]Zl,Q,...,C
1sit#y
Cotit nul pour une bonne décision, mémes cotits pour les mauvaises décisions

> Pour les cotit 0-1, on a :

R(6;]x) = ZPwﬂw

J#i
=1 — P(w;|z)

> Choisir la décision d; pour laquelle R(d;|x) est minimum revient & choisir

celle pour laquelle P(w;|x) est maximum

Pour les cotits 0-1, on retrouve a la régle du maximum de probabilité a posterior:

31



THEORIE BAYESIENNE DE LA DECISION

Critére de Bayes : cas de 2 classes

> On considére deux classes {w1, w2} et deux décisions possibles {d1,d2}, ou la
bonne décision est §; lorsque la vraie classe de x est w;
> On a :

R(51‘33) = )\HP(wl\a)) + AlgP(wg\a))
R(52‘$) = )\21P(w1\w) + AggP(wg\a))

> La régle de Bayes s’écrit :

R(6s]) = R(6|z)

w2

32



THEORIE BAYESIENNE DE LA DECISION

Critére de Bayes : cas de 2 classes

> En appliquant la régle de Bayes, on aboutit a :

)\glp(w\wl)P(wl) -+ )\ggp(w’wg)P(wg) “’21 Allp(m\wl)P(wl) -+ Algp(wlwg)P(wg)

w2

> En supposant que Ao > A1 et Ao > Ao, c’est-a-dire que le cotlit d’une

mauvaise décision est supérieur a celui d’une bonne décision, on obtient :

p(x|wr) = A12 — A2z P(w2)

Alx) =
( ) p(w|w2) w<2 A21 — A11 P(w1)

33



THEORIE BAYESIENNE DE LA DECISION

Critére de Bayes : cas de 2 classes

p(z|w) <1 A1z — Ao P(ws)

Alx) =
(@) p(x|w2) o5 Ao1 — A1 Plwy)

> La régle de Bayes revient a comparer le rapport de vraisemblance & un seuil

> Dans le cas de cotit 0-1, la régle de Bayes se rameéne a la régle du maximum

de probabilité a posterior: :

p(elwr) 1 Plws)

p(z|ws) & Plwr)
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THEORIE BAYESIENNE DE LA DECISION

Exemple

On considére un probléme de catégorisation a 2 classes, dont les densités de

probabilité conditionnelles sont définies par une loi normale scalaire :

1 (z — )
plafwi) = 27702.2 P ( 201.2
avec (1 = 0, o = 2, 07 = 3 et 05 = 1.
On suppose que : P(wy) = P(ws) = %, M1 =Xo=0 ANa=1et Aoy =3

Montrer que la régle de Bayes s’écrit :

222 — 122 4+ 12 = 0

w2
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THEORIE BAYESIENNE DE LA DECISION

Exemple
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THEORIE BAYESIENNE DE LA DECISION
Récapitulatif

Regle de Bayes :

p(z|w) 1 A12 — Ao P(ws)

Alx) =
(@) p(x|ws) o5 Ao1 — A1 Plwy)

Reégle du maximum de probabilité a posteriori :

p(xfwr) @1 Pws)
p(zlws) o Plwr)

V

Reégle du maximum de vraisemblance :

plefn) =

p(z|ws) o

37



FONCTIONS DISCRIMINANTES

> Les fonctions discriminantes constituent une facon pratique pour représenter
des classifieurs
> Soit g;(x) une fonction discriminante pour la classe w;. Le classifieur assigne

une observation x a la classe w; si
gi(x) > gj(x) VjF#i
ou, de maniére équivalente

i = arg max g, ()
J

> Exemples :
— régles de Bayes : g;(x) = —R(6;]x) = — Z;’;l Nij P(wj|x)
— régle du maximum a posteriori : g;(x) = P(w;|x)

38



FONCTIONS DISCRIMINANTES

Unicité

> Le choix de fonctions discriminantes n’est pas unique. Soit f(-) une fonction

strictement croissante. En effet, on a :

gi(x) > gj(x) Vi#i <= [f(gi(x)) > f(g;(®)) Vj#i

> Le choix d’une formulation particuliére peut faciliter la compréhension ou

I’implémentation.

> Exemples : les fonctions discriminantes suivantes sont toutes de probabilité

d’erreur minimum

x|w;)P(w;

— gi(x) = p(@x|w;) P(w;)
— gi(x) = logp(x|w;) + log P(w;)

39



REGIONS DE DECISION

Visualisation

> Toute régle de décision divise 1’espace des observations en région de décision

> On note R; la région de décision correspondant a la décision w;, définie par :
si gi(x) > gj(x) Vj # i, alors x € R,

> Les frontiéres de décision séparent les régions de décision.

> La frontiére de décision entre R; et R; vérifient g;(x) = g;(x)

40



FONCTIONS DISCRIMINANTES

Cas de 2 classes

> Pour un probléme a 2 classes, une seule fonction discriminante est

nécessaire :
9(x) = g1(x) — g2()

> La regle de décision correspondante est définie par :

> La frontiére de décision est la surface définie par g(x) =0

41



DISCRIMINANTS DANS LE CAS DE LOIS NORMALES

Lol normale mono-dimensionnelle

> La fonction de densité de la loi normale, ou de Gauss, mono-dimensionnelle

plz) = ¢21T7 exp (—%)

> La moyenne u est 'espérance de x :

est définie par :

j = Bl = /IR:cp(:c) da

> La variance o2 est 1’écart quadratique moyen de z :

o? = Bl(x — p)?) = /}R (z — 1)? pla) de

> On note x ~ N (u, 0?)

42



DISCRIMINANTS DANS LE CAS DE LOIS NORMALES

Lol normale mono-dimensionnelle

0.25
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DISCRIMINANTS DANS LE CAS DE LOIS NORMALES

Lol normale multi-dimensionnelle

> La fonction de densité de la loi normale, ou de Gauss, multidimensionnelle

dans IR est définie par :

1 1 Te-—1
p(ﬂl‘) - (27T)d/2‘2|1/2 exp (—5(33—[1,) by (a:—u))
> La moyenne p est 'espérance de @ :
pu = FElx] = / xp(x)dr
IRd
> La matrice de variance-covariance X de x est :

== Bl @l = [ @=n@=w d

> On note & ~ N (p, X)

44



DISCRIMINANTS DANS LE CAS DE LOIS NORMALES

Martrice de variance-covariance

S = El(@ - p) (@ — )] = /}R (@ — )T (@ — ) pla) da

> La matrice X est symétrique, semi-définie positive :
uw' Xu>0 Vu € R?
> Chaque terme diagonal o;; représente la variance de la variable x;

> Chaque terme non-diagonal o;; est la covariance des variables z; et x;

> Dans le cas d’une loi normale, si 0;; = 0, alors les variables z; et x; sont

statistiquement indépendantes

45



DISCRIMINANTS DANS LE CAS DE LOIS NORMALES

Distance de Mahalanobis

> La forme de la fonction densité de probabilité p(x) ~ N (u, X) est définie

par la matrice de covariance X

> Les lignes d’iso-densité, i.e., p(x) = Cte, sont des ellipsoides. Les points s’y

trouvant sont & une méme distance de Mahalanobis du point moyen p

lz —pllg 2(@—p) ' (z—p)

> Les vecteurs propres de X sont les axes principaux des ellipsoides, et les

valeurs propres les longueurs de ces demi-axes
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DISCRIMINANTS DANS LE CAS DE LOIS NORMALES

Distance de Mahalanobis

47



DISCRIMINANTS DANS LE CAS DE LOIS NORMALES

Cas général

> On considére un probléme de classification ou les C' classes w; en compétition
suivent chacune une loi normale NV (u,, ;) avec une probabilité P(w;)

> Le critére choisi pour élaborer les fonctions discriminantes est celui de la

probabilité d’erreur minimum

> On a vu que les fonctions discriminantes sont de la forme g;(x) = P(w;|x),

ou toutes fonctions strictement croissantes de celles-ci (voir précédemment)
> Compte tenu de la forme exponentielle de la loi normale, on choisit
gi(x) = log p(z|w;) + log P(w;)

On obtient
1 d 1

gi(x) = —5("13 — ) T (= - ) - D) log(2m) — 5 log 3] + log P(w;)
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DISCRIMINANTS DANS LE CAS DE LOIS NORMALES
Cas X; = 0?1

> Comment sont les frontiéres de décision lorsque p(x|w;) ~ N (u;,0%I), i.e.,

les composantes de & sont indépendantes et de méme variance o2 ?

> Il s’agit d’hyperplans comme montré dans la suite

49



DISCRIMINANTS DANS LE CAS DE LOIS NORMALES
Cas ¥, = 021
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DISCRIMINANTS DANS LE CAS DE LOIS NORMALES
Cas ¥, = 021
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DISCRIMINANTS DANS LE CAS DE LOIS NORMALES
Cas X; = 0?1

> Les fonctions discriminantes sont de la forme
2

e — ]

202

ol les termes ne dépendant pas de l'indice ¢ de la classe w; ont été supprimés

gi(x) = + log P(w;)

> La frontiére entre les régions de décision R; et R;, définie par les points @
satisfaisant g;(x) = g;(x), a pour équation

o — o —p?

202 202

Il s’agit d’un hyperplan orthogonal au vecteur p; — p;

log P(w;) = log P(wj)
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DISCRIMINANTS DANS LE CAS DE LOIS NORMALES
Cas X; = 0?1

> En développant I’équation g¢;(x) = g;(x), on trouve en effet :

P

1
o1 1) " = (] = ) + 0% o

ce qui conduit a

w'(x—29)=0
W= H; — Ky
1 o2 P(w;)
To = 5 (1; +py) — 10g< - )(”i_”')
2 SO TRl TH G P(w;) ’

> Si P(w;) = P(wj), 'hyperplan passe par le milieu du segment liant p; a p;
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Cas général

> Comment sont les frontiéres de décision lorsque p(x|w;) ~ N (p;, 3;) ?

> Les fonctions discriminantes sont de la forme

gz(m) = CETWZ' T + w:w + W;0

1
W,=-—-%""!
2
w; = Ei_lu'z
1 o 1
wio = — 5 By 'y — 5 log | Bif + log Pw;)

> Les frontiéres entre 2 régions de décision sont donc des coniques

QZ'T(WZ — WJ) T + (’lUZ — wj)Ta: -+ (wz‘o — ’wj()) =0
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Cas général

Ky = Ho
2 0 4 0
=10 5] ==y ]
1 4
P(Wl)zg P(Wz)zg
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