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Résumé —

Les algorithmes a noyau tels que les Support Vector Machines suscitenérét sans cesse grandissant depuis prés de dix ans, essentielleme
dans le cadre de taches de classification et de régression. lls reposenra plupart sur le coup du noyau, selon I'appellation consacrée,
et le théoreme de représentation. Ces deux éléments permettent ddegé@rsions non-linéaires de méthodes de traitement de données
originellement linéaires, avec un surco(t calculatoire modique et sgihsajt nécessaire de modifier I'architecture générale des algorithmes
Dans cet article, on montre que les noyaux reproduisants offrepedsigectives intéressantes pour I'élaboration de filtres adaptatiignéaires
de type gradient stochastique. Les avantages liés au caractere lireékirgtiicture par rapport aux parametres a estimer perdurent.

Abstract —

Kernel-based algorithms such as Support Vector Machines haveattepit of considerable interest over the last ten years, most notably for
classification and regression. The use of kernels, through the kéiokehnd the representer theorem, is an attractive computational shimrtcu
create nonlinear versions of conventional linear algorithms. Here wexstrate the versatility and utility of this family of methods to develop
nonlinear adaptive filtering algorithms, especially of the least-meanasdy@e. The advantage of linear-in-the parameters estimation remains.

1 Introduction temps, nous présentons les principes de base communs a la
majorité des méthodes a noyau. Nous illustrons ceux-ci sur

Le théme du filtrage adaptatif a suscité un intérét considéra |e probléme du filtrage optimal, point de départ de la sotutio

au cours des trente dernieres années car il vise a apposter dglaptative présentée dans un second temps. Des simulations

eléments de réponse a deux problémes récurrents et souveoklques perspectives viennent conclure cette étude.

associés en traitement du signal, la modélisation de sgstém

non-stationnaires et la carence en information statigtjri- , . )

ori [1, 2]. Le caractére linéaire des modéles généralemerd Méthodes a noyau reprodwsant .

retenus est inhérent a leur interprétabilité et leur idieation les figures imposées

aisées. Nul n’ignore toutefois que les modéles non-liesair

sont la promesse de performances accrues, hélas au prix dg .,y du noyau et le théoréme de représentation sont des

difficultés conceptuelles et de mise en ceuvre [3]. Les f'ltrePrincipes récurrents dans le domaine des méthodes & noyau.

polyndmiaux et réseaux de neurones, souvent retenus en filg - hr&sentation fait ici suite a celle de la notion de noyau

trage adaptatif non-linéaire, n’échappent pas a la regkes L

premiers sont généralement dotés de parameétres a détermine .

en nombre rédhibitoire [4], tandis que les seconds reptésen 2.1  Notions fondamentales de noyaux

le stade ultime du modéle de type boite noire et patissened’u

optimisation assez périlleuse [5]. Confronté depuis torga

des difficultés similaires, le domaine de la reconnaissdese

formes a récemment apporté des éléments de solution cenvalil.o p<ervations R ou tout sous-espace non-vide de celui-

cants au travers des méthodes a noyau [6]. Elles sont pour 2 Un noyau est une fonction symeétriquu,, ;) detd x U

plupart issues d'algorithmes originellement linéairescuuels dansR. On rappelle la définition d’un noyau défini positif.
on a pu appliquer deux principes clés : le coup du noyau [7] et

Si les notions de noyau défini positif et de noyau reprodtisan
peuvent étre envisagées dans une perspective plus latgd[9,
le sujet traité dans cet article conduit & restreindre Besp/

le théoréme de représentation [8]. Définition 1. On dit d'un noyaux qu'il est défini positif sut/
o . T s'il vérifie
L'objectif de cet article est d’adapter la stratégie misesnr non
vre par les méthodes a noyau a la problématique particuliére a; aj k(ui, uj) >0 (1)
du filtrage adaptatif. Si la forme retenue est celle d’'unehmét i=1 j=1
ode de gradient stochastique a noyau, I'approche propasée Sour toutn € N, i, . .., u, € U etay,. .., a, € R.

veut générique afin de ne pas tomber dans les travers d'un al-

gorithme ad’hoc. Elle offre en revanche des perspectives veOn note(H, (-, -)») un espace de Hilbert de fonctions te
d’'autres stratégies telles que RLS, ou encore QR-LS etdaver dansIR. Le caractére reproduisant d’'un noyau au seirigle
QR-LS a noyau. L'article est organisé ainsi. Dans un premielorsqu’il a lieu, couvre les notions suivantes.



Noyaux projectifs
sigmoidal tanh(ag + Bo(us, uj))
polynomial homogéne ((ui,u;))?
polynomial non-homogeéne  (ay + (u;, u;))?

Noyaux radiaux
multi-quadratique Vg + lui — ujl?
multi-quadratique inverse¢  1/y/a2 + [lu; — u;|?
Thin plate spline lw; —u;][?7° In flu; — u,|

Table 1: Exemples de noyaux reproduisants

Définition 2. Une fonctionx(u,, u;) det x U danslR est le
noyau reproduisant dé{, s'il en admet un, si et seulement si
e lafonctions,, : u; — ky, (u;) = x(u;, u;) appartient
a'H, quel que soilu; € U fixé ;
o onay(u;) = (Y, ky, )1 pOUr toutu; € U ety € H.

monotone croissante siit,, peut s’écrire sous la forme

n

* *

P = E a; Kuy,-
i=1

On démontre ceci en notant que toute fonctiode H se dé-
compose selog = > a; ky, + YL, avec(yt, Ky, ) = 0
pour touti = 1,...,n. Puisquep(u;) = (¢, ku,)x, la valeur
det(u;) n'est donc pas affectée par-, pourj = 1,...,n.

®)

On peut montrer que tout noyau défini positiést le noyau re-
produisant d’un espace de Hilbert de fonctiong/dgansiR en

exhibant directement celui-ci. On considére pour celpbes
vectoriel Hy engendré par les fonctiod$:,, } ey, auquel on
associe le produit scalaire

(W, 0)ry = D> aiby r(us,uy),

i=1 j=1

3 Applications au filtrage
(2)  Lecoupdunoyau et le théoréme de représentation trouvent un
application dans le probleme du filtrage optimum. Elle eist ic
décrite avant de s'intéresser a une technique de filtrage- ada

avecy = Y " . a;ky et = S bik, appartenant a ¢ ‘ g A
Vo= Dim ik OO = 305 b K, 3PP tatif & noyau basée sur un algorithme de gradient stochstiq

I'espaceH,. Il s’agit donc la d’'un espace pré-hilbertien, que
I'on complete conformément a [9] de sorte que toute suite de

Cauchy y converge. On aboutit ainsi a I'espace de Hilbert 3.1 Filtrage optimum a noyau

a noyau reproduisant recherché. Réciproquement, on dé- _ . . , . I
montre que tout noyau reproduisant est défini positif en conso't“ un noyau r(?_prqdmsant ét lespace d? Hilbert qui lui ,
sidérant l'élément) = 5™ a; k., de M, et en notant que est associe. On s_|r_1te_resse,prealablement_a la recherche d
le membre de gauche de (1) correspond alots)Z,. Le fonctiony de’H minimisant I'erreur quadratique

tableau 1 présente quelques noyaux reproduisants, dsaxre
emples ainsi que des régles permettant de les combiner étant
consultables dans [6, 11].

= arg min ; (i) — ()| (6)

entren sorties désirées notédsi) et celles fournies par un
2.2 Coup du noyau, théoréme de représentation Modele non-linéairg(i) = 1(u;) excité par des entréas,

pour ¢ 1,2,...,n. En vertu du théoréme de représen-
De la propriétéy(u;) = (¢, kq,)n issue de la définition 2 tation, on sait que la fonction recherchée peut s’exprimer
résulte une propriété fondamentale des espaces de Hilberisgus la forme d’'une série de noyaux dépendant des données
noyau reproduisant. En remplagantpar x.,,;, on aboutit en  disponibles, soit)(-) = >";'_; a(k) x(-, uy). On aboutit donc

effet a la relation

®3)

quels que soient; etu; € U. Le noyaus fournit donc le pro-
duit scalaire des images dalgde toute paire d’éléments @&

sans qu'il soit nécessaire de les expliciter. c@ep du noyau
selon I'appellation consacrée, permet d’élaborer des odéth

"i(uiv uj) = </€uj ) K/Ui>H

non-linéaires de traitement de données a partir d’appsoch%

linéaires sous réserve que celles-ci puissent s’exprimegue-
ment en fonction de produits scalaires des observatioasffit

en effet de remplacer chacun d’eux par un noyau non-linéaire
La structure des algorithmes demeure alors inchangéewatle s

co(t calculatoire di a I'évaluation des noyaux faible.

a la formulation duale

y(@) =Y alk) slu;, up) = a' K, @)
k=1

ola etk; = (Kk(u;,uy) ... k(u;,uy,))t appartiennent &".
La résolution du probléme (6) se réduit donc a la minimisatio
de la fonction colt/ (o) = ||d — K «||?, ol K est la matrice

e Gram telle queK (3, j) k(u;,u;). La solutioné est
obtenue en résolvant le systéme linéaire de téille n)

(K'K)a = K'd. 8

Il est & noter qu’a un facteuy pres, les deux membres de cette
expression integrent une estimation de la matrice de eivél

Pour qu'il soit opérationnel, le coup du noyau nécessite sowlu vecteurs, et de l'intercorrélation de etd.
vent d'étre associé au théoréme de représentation [8, 1&2]. C

théoréme établit que toute fonctigri d'un espace de Hilbert
a noyau reproduisart{ qui minimise un co(t

J((ulvyl’ w(ul))a ce (Umyn,wun))) + g(HwH%{)’ (4)

impliquant » sorties«(u;) obtenues pour des entrées et
éventuellementn sorties désiréeg;, avec g une fonction

3.2 Filtrage adaptatif a noyau

Le filtrage adaptatif pose la question du traitement d’'un flux
de données et de la mise a jour itérative de la solution

a l'arrivée de chague nouvelle observation. La méthode opti
male esquissée ci-dessus ne peut clairement étre mise ea ceuv



noyau | polyndme| polynéme | polyndbme|| gaussien| gaussien | gaussien|| algorithme
q=2 qg=3 g=4 03 =0.1|02=055|02=1.0 NLMS
52 0.0436 0.0565 0.0940 0.0394 0.0385 0.0392 0.1637

Table 2: Récapitulatif des résultats obtenus en simulation

dans ce contexte. Elle repose en effet sur l'inversion d’'unstratégie court-terme (9)-(11) ne nécessite pas l'ingardiune
matrice et une formulation duale de la solution dont les dimatrice dont la taille croit avec le nombre de données recues
mensions sont précisément le nombre de données parvenueS’as’agit déja la d'un avantage décisif dans un contextélde
l'instant considéré. Afin de pallier cette difficulté, de @gé trage adaptatif, on évitera toutefois de répéter a chagsiel@a
dents travaux ont suggéré de controler I'extension du modemps la colteuse résolution du systeme (11). Dans ce doc-
ele (7) avant de procéder a la déterminatiorndg@ 3, 14, 15]. ument, nous portons notre attention sur des méthodes de gra-
Supposons qu’'a l'instant, le modeéle s’écrive sous la forme dient stochastique méme si la formulation proposée se préte
Yn(') = Dpex, (k) k(- ur) o0 K, désigne un ensemble également a d’autres stratégies classiques telles que ®RLS,
d’indices. A l'instant suivant, le noyas(-, u,,11) n'estintro-  encore QR-LS etinverse QR-LS. Les méthodes de gradient sto-
duit dans I'expression dé,,.1(-) que s’il apporte une richesse chastique consistent a remplacer le gradient de la fonctih
jugée suffisante. Ceci se traduit dans [13] par la vérificadi® par une approximation de celui-ci calculée a partir des don-
la conditionmin., || (-, wn11) = Y pex, Ve £(-ur)ll3, > v, nées disponibles. En particulier, la méthode LMS repose sur
ouv estun seuil fixé au préalable. Un critére équivalent, au fad:approximation dekK!, K, et K', d,, par les grandeurs instan-
teuré(n + 1) prés, est considéré dans [14, 15] sous une form&anées respectives, ,, ”Z,n etd(n) k. La relation de mise
différente. Les mises en ceuvre différent également puisquijour des paramétres de la solution est alors donnée par

dans [14, 15], par exemple, chaque itération s’achéve par la . R .

recherche puis la suppression éventuelle du noyau coatribu QA = Qn—1+ 1 Ko (d(n) - &%’” a”fl)’ (12)

le moins a la décroissance dgc). Dans [13] en revanche, avecy(™ > 0. Remarquons qu’en multipliant & gauche chacun
les auteurs laissent croitre librement I'ordre du modéler po ges membres de cete expressionsdar, , on trouve

avoir démontré que I'ensembie,, est de cardinal fini. En en- '
vironnement non-stationnaire, ceci pose toutefois la tipres

?e la pertlnence etde la p?@;mbomfe d'un modgle dont l? d'CI'_es discussions sur la convergence et a la stabilité deget al
lonnaire {£(-, u) ek, €St élaboré au cours des PremIereS;ithme demeurent inchangées par rapport a I'approcheiteéa

|terat|9n§, solution que nous avions parrallleurs adoptés d Enfin, cette formulation peut étre déclinée sans difficuérs
de preécedents travaux [16, 17]. Outre limportante suiphar les classiques variantesNLMS, sign-error LMS et autre
calculatoire occasionnée par la régulation de la taille dd-m leaky-LMS

ele, un reproche s’adressant a [13] et [14, 15] réside ddat le
que les algorithmes de mise a jour des coefficients du filine so . .
uniquement de type "itératif sur I'ordre”, privant par l@me  3-3  Simulations

lutilisateur d'accéder a une plus grande varieté de ma&hod o5 nous intéressons au systéme non-linéaire suivant
de filtrage adaptatif.

&n(un) = @n—l(un)"rnn ||""n,n|‘2(d(n) _’L[)n—l(un))' (13)

z(n) =052(n—1)+03z(n—1)u(n—1)

Afin de s’affranchir des trois inconvénients mentionnés ci- ) )
+0.2u(n —1) +0.052°(n — 1) + 0.6 u(n — 1)

dessus, nous proposons d'adopter une approche court-¢grme
reformulant le critére (6) ainsi :

(14)

initialisée parz(1) = 1. On considére que I'entrégn) suit la
loi normale/N (0, 0.1), et que la sortie observée est donnée par
d(n) = z(n)+b(n) olb(n) est un bruit blanc de loV/(0, 0.1).
La méthode NLMS court-terme a noyau, obtenue en posant

oil H,, est le sous-espace ¢ engendré par les: fonctions  n = 1/l%n.x | dans larelatior12), a été mise en ceuvre afin
k(-,uy,) les plus récentes, c'est-a-dire telles due n —m +  d'estimerunmodele de laformgn) = ¢ (u(n—1),d(n—1)).
1,...,n. Parce quéH, est lui-méme un espace de Hilbert a La largeurm de I'horizon d’observation a été arbitrairement

A N . ’ ~ . .pe 2 A .
noyau reproduisant, nous pouvons rechercher une solutionfiXé€ &2, signifiant quex,, € IR”, et les noyaux polyndmiaux
au probléme (9) sous la forme et gaussiens rappelés ci-dessous ont été successivestéatte

n . lﬁl(ui,u]‘) = (1 +’LL§ ’I,Lj)q (15)
S o) sluiuw) = ol ks, (10) (16)

k=n—m+1
o . o olg € IN" eto? € R*. A titre de remarques, rappelons
La fonctiond), (-) est finalement obtenue en considérant le sysque le noyau polyndmial confére au modéle estimé la strectur
teme linéaire de taillém x m) suivant d'un filtre de Volterra de degré, et que I'espacé{ associé
t _ gt au noyau gaussien est de dimension infinie. Ainsi ces noyaux
(KnKn) oy = Kn d7m : y z BN \ f oz
permettent-ils d’accéder a des modeles d’une complexité ce
ou K, estlamatrice de taillénxm) dontlalignei correspond taine, au prix d’'une charge calculatoire modeste. Le tabkea
ak!,, etd, estle vecteur des sorties désirées disponibleprésente la varianee? de I'erreur de prédiction pour différents

i,m?

de l'origine a linstantn. Par rapport a I'approche (6)-(8), la paramétres de noyaux. Celle-ci a été estimée a partlifde

Uy, = arg wnel%?n ; |d(i) — v (u;)|? 9

Un (UZ) =

k(i uj) = exp(—|lu; — u;?/20%),

(11)



réalisations de signaux d@00 échantillons. On remarque que [9] N. Aronszajn, “Theory of reproducing kernel§fansac-

le noyau gaussien de varian@&5 a conduit aux meilleures tions of the American Mathematical Societgl. 68, pp.
performances, parmi tous les choix dg testés entrd.1 et 337-404, 1950.

1.4, avec un pas dé.05. Celles-ci sont supérieures a celles . , .
obtenues avec un noyau polynémial, plus sensible au bruitt0l F- Cucker et S. Smale, “On the mathematical foundations
ainsi qu'a celles de I'algorithme NLMS classique, linéaiomc of learning,” Bulletin of the American Mathematical So-
inapproprié pour modéliser le systéme (14). ciety, vol. 39, no. 1, pp. 1-49, 2002.

[11] R. Herbrich,Learning kernel classifiers. Theory and al-

4 Conclusion gorithms Cambridge, MA: The MIT Press, 2002.

[12] G. Kimeldorfet G. Wahba, “Some results on Tchebychef-

Dans cet article, nous avons montré que les espaces de " fian spline functions,Journal of Mathematical Analysis
Hilbert a noyau reproduisant offrent un cadre intéressaat p and Applicationsvol. 33, pp. 82-95, 1971.

I'élaboration de filtres non-linéaires, optimaux ou adtfsta

Lintérét majeur de ces espaces, dans lesquels s’effeatue [13] Y. Engel, S. Mannor, et R. Meir, “Kernel recursive
recherche d’'une solution, est que cette derniére s’y exprim least squaresJEEE Transactions on Signal Processjng
sous forme d'une décomposition en série de noyaux repro- vol. 52, no. 8, pp. 2275-2285, 2004.

duisants. Le nombre de parameétres a estimer est alors imdépe _ _ .

dant de lacomplexitédu filtre, que caractérise par exemple [14] T-J-Dodd, V. Kadirkamanathan, et R. F. Harrison, "Func
le degré du polynéme dans le cas particulier d’une série de  tON €stimation in Hilbert space using sequential projec-
\Volterra. Les avantages liés au caractére linéaire de lg-str tions,” in Proc. IFAC Conference on Intelligent Control
ture par rapport aux paramétres a estimer perdurent. Dans ce SYStems and Signal Processi@g03, pp. 113-118.

contexte, nous nous sommes plus particulierement in&ses 15] T. J. Dodd, B. Mitchinson, et R. F. Harrison, “Sparse sto
a une approche adaptative court-terme de gradient stochas- .pastic gradient descent learning in kernel models,” in

tique a noyau. Nous avons montré sur un exemple qu'elle of-  pro¢_Second International Conference on Computational
fre des performances supérieures a la méthode LMS dont elle |ngjligence, Robotics and Autonomous Syst&863.

s'inspire. La stratégie présentée offre de nombreusep@ers

tives d’extension non-linéaires d’autres méthodes deadiir [16] C. Richard, R. Lengellé, I. Constantin, et L. Soufflet,

adaptatif conventionnelles. “Structures a noyau reproduisant pour le filtrage adap-
tatif,” in Proc. Colloque Gretsi2003.
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