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Introduction générale

La théorie de la détection a pour objectif de conduire a une prise de décision optimale,
choisie parmi un nombre fini d'alternatives possibles, étant donnée une réalisation d'un
¢chantillon aléatoire. En particulier, dans le cadre de la détection d'un signal noyé dans un
bruit, les décisions envisageables consistent a opter pour la validité de l'une des hypotheses
suivantes : "l'observation X(t) n'est constituée que de bruit" ou "le signal (t) est présent
dans I'observation X(t)". Le critere fixant les objectifs de la structure de détection en terme
d'optimalité peut alors consister, par exemple, a minimiser le cout moyen d'une décision ou
encore a maximiser la probabilité de détection du signal S(t) a probabilité¢ de fausse alarme
donnée. Pour ces deux criteres en particulier, on montre que l'optimum est atteint en
choisissant pour statistique de détection I\ le rapport de vraisemblance. La comparaison de celui-ci a
un seuil A, fournit alors la décision : le signal (t) est supposé présent dans I'observation X(t)
si A\ est supérieur a Ay, et absent dans le cas contraire. On parle alors de détection a structure
libre puisqu'aucune contrainte ne peése sur la structure de la statistique de détection, celle-ci
reposant uniquement sur le choix d'une reégle et la connaissance des lois de

vraisemblance [Duv91].

Cependant, dans un grand nombre de situations, on ne dispose pas du confort absolu que
constitue la connaissance des propriétés statistiques de I'échantillon pour chacune des
hypothéses en compétition, ce qui rend inopérante l'approche précédente. Une démarche
envisageable, néanmoins sous-optimale, consiste alors a définir préalablement la nature de la
statistique de détection, puis a en optimiser les parametres caractéristiques selon un critére
donné. Pour cette raison, cette approche est qualifiée de détection a structure imposée [Duv9l].
Dans ces circonstances, les problemes rencontrés lors de I'élaboration d'une régle de

détection sont généralement liés aux difficultés a répondre aux questions suivantes :
e Comment choisir la structure de la statistique de détection ?

e Quels sont les critéres pertinents pour la détermination des parameétres caractéristiques de

cette statistique ? Quelle procédure d'optimisation adopter ?
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L'objectif de ce mémoire de these est d'apporter des éléments de réponse a chacune de ces
interrogations lorsqu'on ne dispose, pour seule source d'information, que d'un ensemble de
réalisations étiquetées des hypotheses en compétition. Cette hypothéese de travail a été retenue
parce qu'elle est conforme aux conditions expérimentales que I'on a rencontrées dans le cadre
de I'application ayant initialement motivée la présente étude : la détection du signal transitoire
"complexe K" dans I'électroencéphalogramme de sommeil. Avant de poursuivre, il convient
de présenter bricvement ce probléme, qui nous a servi de référence pour isoler les diverses
difficultés que I'on peut rencontrer avec des données réelles, afin de justifier certaines options

adoptées au cours de nos travaux.

L’étude de Délectroencéphalogramme a débuté dans les années 30 [Loo35] avec la
premicre classification en stades de 'activité cérébrale humaine durant le sommeil. Ce n'est
qu'apres une longue période de normalisation des analyses que les efforts se sont finalement
concentrés sur l'analyse des phénomeénes transitoires. Actuellement, I'un des principaux
objectifs est la compréhension des mécanismes générateurs du sommeil et du role
physiologique de l'activité électrique du cerveau. L'application qui nous concerne s'inscrit
dans ce courant d'étude de la microstructure de I'électroencéphalogramme de sommeil
puisqu'elle est relative a I'un de ses phénomenes transitoires : le complexe K. Cet événement
nécessite le recours a des méthodes statistiques en raison de sa ressemblance marquée avec
d'autres phénomenes non stationnaires observés en sommeil profond, parmi lesquels on
recense les bouffées d'ondes delta. Clest en conséquence un probléme de détection
relativement difficile pour lequel aucune approche, jusqu'a maintenant, n'a pu étre jugée
satisfaisante en termes de performances. Toutefois, un certain nombre de travaux sur la non-
stationnarité de I'électroencéphalogramme de sommeil ont permis de justifier l'intérét des
représentations temps-fréquence pour la caractérisation des phénomenes transitoires
rencontrés [Cho87], [Sha93], [Bra96], [Cim97]. Aussi, on a jugé intéressant de recourir a cet
espace de représentation pour l'élaboration d'un détecteur de complexes K, bien que le
domaine d'application de la méthodologie proposée pour la synthese de détecteurs a structure

imposée ne se borne pas a celui-ci.
Ce mémoire est organisé ainsi :

e L'objectif du Chapitre 1 est de décrire, sans prétendre a l'exhaustivité, une catégorie
particuliere de représentations temps-fréquence : la classe de Cohen. En effet, devant le
nombre de solutions envisageables, nous avons volontairement limité notre étude a ce
vaste ensemble de représentations temps-fréquence non-paramétriques. Ainsi, apres avoir

exposé quelques propriétés de ces représentations, nous évoquons certaines difficultés
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liées a leur mise en oeuvre. En particulier, nous posons le probléme des termes
interférentiels présents sur les représentations et inhérents a leur nature quadratique, puis

nous exposons certaines solutions existantes telles que la méthode de réallocation.

Le Chapitre 2 concerne les problémes pratiques liés au calcul rapide des représentations,
sujet relativement peu abordé si on considere que la mise au point d'algorithmes rapides a
¢largi et continue d'élargir le champ des applications de I'analyse temps-fréquence. Dans le
contexte des signaux de sommeil, le recours a de telles méthodes est impératif en raison du

volume considérable de données 2 traiter.

Dans le Chapitre 3, on présente bricvement la notion de détecteur a structure libre, en
exposant plusieurs regles de décision, apres avoir distingué le cas des hypothéses simples et
composées. La suite du chapitre est alors uniquement consacrée a la définition d'une
méthodologie pour I'élaboration d'un détecteur a structure imposée. Pour cela, on a
notamment recours a des résultats de la théorie de 'apprentissage et de la reconnaissance
des formes. L'efficacité de l'approche proposée est ensuite illustrée par la résolution de

problemes de détection dans le plan temps-fréquence.

Afin de limiter les effets néfastes de la malédiction de la dimensionnalité, nous recherchons
dans le Chapitre 4 une adéquation entre le nombre de parameétres caractéristique de la
statistique de détection et le volume de données disponibles pour I'élaboration d'un test de
détection. Pour cela, nous proposons diverses procédures d'optimisation dont on illustre
l'efficacité par la résolution de problemes de détection dans le plan temps-fréquence. Ces
applications nécessitent en effet I'usage de telles techniques, les détecteurs obtenus a partir
d'un ensemble d'apprentissage souffrant souvent d'un biais important en raison de la
grande dimension de 'espace de représentation choisi. Finalement, on est amené, apres
certaines constatations expérimentales surprenantes, a se pencher sur la dimension

effective de l'espace engendré par la distribution de Wigner-Ville discrete.

Enfin, apres une bréve description de I'électroencéphalogramme de sommeil et du
complexe K, on procéde dans le dernier chapitre a la validation de la méthodologie
proposée. L'accent est alors mis sur le fait que cette approche est immédiatement

transposable a tout autre probleme de détection de phénomeénes transitoires.
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Chapitre 1

Eléments d'analyse temps-fréquence

Les ¢léments de ce chapitre ont été principalement extraits de [Aug91], [Fla93] et [Coh95].

1.1 Introduction

Un signal peut étre défini comme le support physique d'une information traduisant
l'évolution d'un systeme. Les vatiations des grandeurs physiques caractérisant les états de ce
systeme étant en général enregistrées séquentiellement, la représentation temporelle d'un signal
constitue un espace de travail opportun. Toutefois, la représentation fréquentielle peut également
offrir une alternative intéressante, en particulier pour l'analyse des systemes linéaires
invariants. En effet, on peut montrer que les fonctions exponentielles complexes €™, pO¢€,
sont fonctions propres de tout opérateur vérifiant ces propriétés. Cette représentation est
obtenue au moyen de la transformée de Fourier qui, si elle existe, est définie ainsi pour les

sighaux continus :

X(v) =Ix(t) e”™ dt. (1.1)

La représentation fréquentielle au sens de Fourier d'un signal repose sur la projection de
celui-ci sur une base de fonctions mono-chromatiques a support infini. Si cette représentation
fournit des informations sur les composantes fréquentielles du signal étudié, leur amplitude et
leur phase, il en résulte cependant une perte d'information quant a leur localisation
temporelle. Ceci peut s'avérer handicapant pour I'analyse des sighaux non-stationnaires, dont

les propriétés statistiques dépendent précisément du temps.

Signaux stationnaires et non-stationnaires

Un signal déterministe sera dit stationnaire s'il peut s'écrire sous la forme d'une somme

discrete de fonctions sinusoidales [Fla93] :

x(t) = ; A cos@m, t+@q, ) pour un signal réel ; (1.2)
kO
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x(t) = ; AexpjRmv,t+g,) pour un signal complexe. (1.3)
ket

Bien qu'il soit possible de définir des conditions plus fortes de stationnatité pour les
signaux aléatoires [Duv91], on peut adopter en pratique la notion de stationnarité au sens
large qui permet de traiter une large majorité des problémes de fagon satisfaisante. Ainsi, un
signal sera dit stationnaire an sens large, ou encotre stationnaire jusqu'a l'ordre 2, si son espérance
mathématique est indépendante du temps et si sa fonction d'autocorrélation E{X(tl) x*( tz)}
dépend uniquement de (t, —t,). En conséquence, un signal sera dit non-stationnaire s'il ne

vérifie pas l'une de ces propriétés.

Grandeurs locales

Bien que le spectre obtenu par la transformée de Fourier caractérise le comportement d'un
signal sur toute sa durée, certaines grandeurs locales combinant des informations de nature
temporelle et fréquentielle en ont été dérivées : la fréguence instantanée et le retard de groupe. Avant

de présenter ces concepts, il convient de définir au préalable la notion de signal analytique.

A tout signal réel X(t), on peut associer le signal complexe z(t) suivant :

z() = x()+ jl7 {x(V}, (1.4)
ou H{x} désigne la transformée de Hilbert de x. Le signal z est appelé signal analytigue associé
a X. La définition énoncée ci-dessus admet une formulation plus explicite dans le domaine
fréquentiel puisque :

Z,(v) =2U(v) IX(v), (1.5)
ou X et Z, désignent respectivement les transformées de Fourier de X et z. La fonction U
représente 1'échelon unitaire d'Heaviside. Ainsi, le signal analytique Z peut étre obtenu par la
transformée de Fourier inverse de X auquel on a préalablement annulé les composantes
cotrespondant aux fréquences négatives. On notera que cette transformation n'affecte en
aucun cas le contenu informationnel de X dans la mesure ou la transformée de Fourier d'un

signal réel vérifie la relation de symétrie hermitienne suivante :
X (v) = X(-v). (1.6)

En considérant le signal analytique sous sa forme polaire :
2,0 =[7,(9] &, 17)
on définit la fréguence instantanée w(t) selon :
dar

v, == 1205 ) = Ly, 18

Cette grandeur locale donne une information sur le contenu spectral instantané d'un signal.
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De facon duale, on peut souhaiter décrire le comportement temporel local d'un signal en
fonction de la fréquence. En considérant la transformée de Fourier du signal analytique sous

sa forme polaire :

Z,(v)=|Z,(v)| e, (1.9)
on peut obtenir une information sur l'instant d'arrivée d'une fréquence grace au retard de
groupe :
1 dargzZ, 1 dy
t(v)s————X(WV)=———2(V). 1.10
(V) o dv() 2ndv() (1.10)

Cependant, la fréquence instantanée et le retard de groupe ne conduisent a des
représentations aisément interprétables que dans le cas des signaux mono-composantes pour
lesquels, a un instant donné (resp. fréquence donnée), le signal n'existe qu'au voisinage d'une
fréquence donnée (resp. instant donné). Dans le cas contraire, qui concerne la grande
majorité des sighaux non-stationnaires, ces fonctions mono-dimensionelles locales s'averent
généralement inadéquates, comme le montre la Figure 1.1. Il peut alors étre intéressant de
représenter les signaux conjointement dans les domaines temporel et fréquentiel afin de
caractériser leur évolution spectrale au cours du temps. L'objectif du présent chapitre est de
décrire, sans prétendre a 'exhaustivité, une catégorie particulicre de représentations temps-
fréquence : la classe de Cohen. En effet, devant le nombre de solutions envisageables, nous
avons volontairement limité notre étude a ce vaste ensemble de représentations temps-

fréquence non-paramétriques.

@ (b)

0.5 0.5
3 L 3
o d ]
> >
o o
QL L
0 0
1 temps 256 1 temps 256

Figure 1.1 : Estimation de la Fréguence instantanée (a) et du retard de groupe (b) d'un signal constitué de deux
composantes a modulation de fréquence linéaire, dont les lois figurent en gras sur les représentations.
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Le Chapitre 1 est organisé ainsi. Dans un premier temps, nous introduisons la notion de
représentation temps-fréquence par le biais de la décomposition d'un signal sur une famille de
fonctions élémentaires bien localisées dans les domaines temporel et fréquentiel. Nous
illustrons alors ce point de vue a l'aide de la transformée de Fourier a court terme et de la
représentation de Gabor. Puis, nous sortons du cadre des représentations linéaires pour
définir la classe de Cohen, qui réunit les distributions d'énergie covariantes par translations
dans les domaines temporel et fréquentiel. Nous explorons alors les propriétés de ces
représentations, et plus particulicrement celles du spectrogramme et de la distribution de
Wigner-Ville. Enfin, nous abordons le probleme des termes interférentiels présents sur les

représentations temps-fréquence de la classe de Cohen et inhérents a leur nature quadratique.

1.2 Les représentations linéaires
1.2.1 La transformée de Fourier a court terme

a) Définition. Afin d'introduire une dépendance temporelle dans la transformée de Fourier, on
remplace l'analyse spectrale globale par une succession d'analyses locales du signal observé au
travers d'une fenétre glissante h(t). Cette représentation, usuellement appelée #ransformée de

Fourier a court terme, est définie ainsi :

F(tv:h) =[x(9 H(s ) e ds (1.11)
En général, la fenétre h(t) choisie est réelle, a support fini et centrée sur 0.

b) Quelques propriétés. Parmi les propriétés vérifiées par la transformée de Fourier a court terme,
on peut mentionner que :

e [a transformée de Fourier a court terme est covariante par translations en temps (a une

modulation de phase prés) et en fréquence :

yO =x(t-t) ™ 0  F(tv;h= K(t=f.v-v,; h e (1.12)

e Le signal X(t) peut étre reconstruit a I'aide d'une fenétre de synthese g(t) différente de la

fenétre d'analyse h(t) grace a la relation :
X =[[F(svih gt- 9 €™ dsd, (1.13)

a condition que g et h vérifient :

Jo h(y dt=1. (1.14)
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e [a transformée de Fourier a court terme ne permet pas une localisation arbitrairement
précise d'un événement dans les domaines temporel et fréquentiel. En effet,
l'augmentation de la résolution temporelle (resp. fréquentielle) de cette représentation
nécessite une fenétre d'analyse mieux localisée en temps (en fréquence), ce qui a pour
effet de dégrader sa résolution fréquentielle (resp. temporelle). Par conséquent, le choix
de cette fenétre repose sur la recherche d'un compromis entre I'hypothese de quasi-
stationnarité du signal sur l'intervalle d'analyse et les résolutions temporelle et

fréquentielle de la représentation.

Pour un complément d'information sur la transformée de Fourier a court terme, le lecteur

intéressé pourra consulter [Fla93] et [Coh95].

1.2.2 La représentation de Gabor

Dans le cas discret, la relation (1.13) de synthese de la transformée de Fourier a court

terme permet de définir la représentation de Gabor [Gab40] :
X0=F T F(t, v, B g0, (119
avec @, () = g(t—nt) g2™ ou g(t) est généralement une fonction gaussienne.

Ainsi, les coefficients F (nt,,mv,; ), appelés coefficients de Gabor, sont porteurs d'une
information relative au contenu temps-fréquence du signal X au voisinage du point (Nty, Mv).
Les atomes Onnlt), appelés logons de Gabor, sont associés dans le plan temps-fréquence a une

maille rectangulaire d'aire unité centrée sur (Nty, Mvg).
g

Bien que séduisante, cette représentation linéaire est peu utilisée en pratique en raison des

difficultés théoriques et pratiques qui accompagnent sa mise en oeuvre [Bas80], [Bal81].

1.3 Les représentations d'énergie
1.3.1 Motivations

Par rapport aux représentations linéaires qui offrent une décomposition des signaux
analysés sur un ensemble de fonctions ¢élémentaires, l'objectif des représentations
quadratiques est de distribuer leur énergie conjointement dans les domaines temporel et
fréquentiel. Cette perspective a été étudiée en premier lieu par Ville dans [Vil48], ou celui-ci
recherche une fonction RTK(t, v), dépendant respectivement du temps et de la fréquence, et
vérifiant les contraintes de distributions marginales définies ci-aprés. Notons que l'auteur

semble s'étre inspiré du formalisme de la mécanique quantique, sans pour autant y faire
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référence et notamment établir I'équivalence entre le fruit de ses travaux et la fonction
(position-impulsion) de Wigner [Wig32].
e Energie

L'énergie E; du signal doit pouvoir étre retrouvée par intégration de la

représentation sur l'ensemble du plan temps-fréquence :

E, = [[RTR(tv) dtd. (1.16)

e Marginales

La puissance instantanée et la densité spectrale d'énergie doivent correspondre aux

distributions marginales temporelle et fréquentielle de la représentation :

J‘RTFX(t,v)dv:|>(t)|2 et [ RTE(W) de| ). 1.17)

Cependant, on peut imaginer d'autres contraintes en fonction d'un cahier des charges
établi en termes d'interprétabilité de la représentation temps-fréquence, de cohérence avec les
représentations temporelle et fréquentielle, ou encore de compatibilité avec les opérateurs
classiques en traitement du signal tels que la modulation et la convolution [Aug91]. Voici une

liste non-exhaustive des contraintes les plus couramment citées dans la littérature.

e Réalité
Dans un souci d'interprétation de la représentation obtenue, on peut exiger que :
RTE(tv)Ow, Ot Ov. (1.18)
De plus, on peut également souhaiter que la représentation soit positive, ce qui
conférerait a RTHF le statut de densité d'énergie.
e Covariance en translation

On peut imposer a RTF d'étre covariante par translation dans le domaine temps-

fréquence :

y(t) = x(t-t,) €™ < RTE(tv)= RTH t LV -V,). (1.19)

e Conservation du support
La propriété de conservation du support temporel au sens large suppose que :
x()=0, |[{>T O RITE(tv)=0, [{>T Ov. (1.20)
Cette contrainte peut également étre formulée en termes fréquentiels :

X(v)=0, v|>B O RTR(tv)=0, |v/>B Ot (1.21)
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e Inversibilité

L'inversibilité caractérise la possibilité de reconstruite X a partit de RTF. Cette
propriété, qui garantit la conservation du contenu informationnel du signal, peut
s'avérer fondamentale dans le contexte de la détection par représentation temps-

fréquence.

e Unitarité

Il peut étre souhaitable que le produit scalaire entre signaux soit conservé par

changement d'espace de représentation :

[[RTE(tv) RTE (1) dtd':U' X} YO} rft. (1.22)

Cette relation d'unitarité est appelée usuellement formule de Moyal.

Pour une énumération plus complete ou une présentation plus détaillée de ces propriétés,

on se référera a [Fla93].

1.3.2 Classe de Cohen

a) Définition. Parmi les propriétés citées précédemment, le principe de covariance est
fondamental. I garantit en effet que le décalage temporel et la modulation d'un signal
s'accompagnent de translations de sa représentation dans le plan temps-fréquence.
L'ensemble des distributions quadratiques possédant cette propriété porte le nom de Classe de
Coben.

Les distributions de la classe de Cohen peuvent s'exprimer ainsi [Coh66], [Coh95] :

C (tv :(P)EIJ'(er(s— t,7) @&%@ ﬁ@s—%@ > dsm. (1.23)

¢rr désigne la fonction de parameétrisation, ou encore le noyan de la représentation, exprimée dans
le domaine temps-retard (TR). On suppose que cette fonction est indépendante du signal de

facon a garantir la nature quadratique de C,.

Cette formulation n'est pas unique. En effet, on peut montrer que toute distribution
temps-fréquence de la classe de Cohen peut également s'écrire comme la transformée de
Fourier bidimensionnelle de la fonction d'ambignité a bande étroite Ay, pondérée par la fonction de

paramétrisation exprimée dans le domaine Doppler-retard (DR) :

C(LVi @)= [[@n(E.1) AET) €7 & . (1.24

On rappelle que la fonction d'ambiguité A, a bande étroite est définie par :
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T T i
)= [xHs+ L f@s——@ ™ g 1.25
A(E1) = [xst 20 X Es 5 (1.25)
De plus, @, peut étre évaluée par transformée de Fourier de @:

@ (€.7) =I¢TR(t.T) e 17 dt.

En appliquant la transformée de Fourier a chaque terme de la définition (1.24), on

obtient :

C.(LV0) = @ (tV) W, (t) = [[ @y (5= 1 -v) W() dsd, (1.26)
ou @ estla fonction de paramétrisation exprimée dans le domaine temps-fréquence (TT).
W,, qui désigne la distribution de Wigner-Ville, sera définie dans la section 1.3.3. On notera
que cette derniere définition permet d'interpréter chaque représentation de la classe de Cohen

comme le résultat d'une opération de filtrage de la distribution de Wigner-Ville.

b) Propriétés. L'intérét des différentes formulations présentées au paragraphe précédent réside
dans le fait qu'elles permettent de traduire les propriétés des distributions de la classe de
Cohen en conditions d'admissibilité de la fonction de paramétrisation. Ceci peut s'avérer utile
pour l'étude d'une représentation particuliere ou pour la caractérisation d'une classe de
représentations devant répondre a un cahier des charges donné [Aug91]. A titre d'exemple, les
contraintes sur le noyau associées aux propriétés énumérées dans la section 1.3.1 sont
regroupées dans le Tableau 1.1. Pour la démonstration de chacune de ces assertions, on se

reportera a [Fla93].

Propriétés de Cy Contraintes sur @y
Energie ¢<(00=1
Marginale temporelle @r(£,00=1 O¢&
Marginale fréquentielle ¢:(01)=1 Or
Réalité Gor(E,T) = @e(=€,-T) D& Or
Support temporel au sens large 2t|>r] O J’(pDR(E,T) e =0
Support fréquentiel au sens large 2|v| > |E| O [(pDR(—E, T)e’?™ dr=0
Inversibilité Or(&1)20 O& Or
Unitarité e (E,7) =1 0O& Ot

Tableau 1.1 : Propriétés de la représentation temps-fréquence et contraintes sur le noyau
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1.3.3 Exemples

Outre les représentations dont les définitions ont précédé historiquement celle de la classe
de Cohen et qui y ont été intégrées a posteriori (spectrogramme, distributions de Wigner-Ville,
Page, Margenau-Hill, Born-Jordan, etc.), de nombreuses autres distributions ont été
proposées depuis (distributions de Choi-Williams, Zhao-Atlas-Marks, etc.). Nous allons
maintenant étudier en particulier le spectrogramme et la distribution de Wigner-Ville. Pour
une définition des autres représentations citées et une analyse complete de leurs propriétés,

on pourra se référer a [Fla93].

a) Spectrogramme. Le module au carré de la transformée de Fourier a court terme conduit a une
représentation quadratique communément appelée spectrogramme. Cette représentation, qui
distribue 'énergie du signal dans le plan temps-fréquence, est la plus ancienne qui ait été

proposée, mais aussi I'une des plus utilisées. Elle est précisément définie ainsi :

SR(tv: h=|[ ) AT-) & df, (1.27)

ou h désigne une fenétre d'analyse. Comme pour la transformée de Fourier a court terme, le
choix de la fenétre repose sur la recherche d'un compromis entre I'hypothése de quasi-
stationnarité du signal sur l'intervalle d'analyse et les résolutions temporelle et fréquentielle de

la représentation.

Comme élément de la classe de Cohen, le spectrogramme est définie par une fonction de

paramétrisation :

Or(&,7) = AJ(€,T), soit encore @ (t,v) =W, (t,V).
En conséquence, on peut montrer que les seules propriétés que possede cette représentation,
en plus de la covariance par translations dans le plan temps-fréquence, sont : la conservation

de I'énergie sous réserve que N soit d'énergie unité, la réalité et la positivité.

b) Distribution de Wigner-Ville. La distribution de Wigner-Ville peut étre définie a partir de la

représentation temporelle du signal :

W (tv) = [ X§t+%§ )F@t—%@ e (1.28)

ou, de maniere duale, a partir de sa transformée de Fourier :

V\/X(t,v)EJ’XQJ—gQ XDQH% e (1.29)

Cette distribution correspond a 1'élément de la classe de Cohen pour lequel @x(€,7)=1.

En conséquence, elle vérifie les propriétés suivantes : conservation de l'énergie et des
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supports au sens large, distributions marginales temporelle et fréquentielle, réalité, covariance
en translation et unitarité. En revanche, elle n'est pas partout non-négative, ce qui limite

l'analogie avec une distribution d'énergie.

1.3.4 Interférences

L'une des conséquences directes du caractere quadratique des distributions de la classe de
Cohen est la présence de composantes interférentielles sur les représentations temps-fréquence, en
des lieux ou la puissance instantanée et la densité spectrale d'énergie du signal analysé peuvent
étre nulles. Ceci résulte du principe de superposition guadratigue, qui implique que la représentation
d'un signal constitué d'une somme de composantes élémentaires n'est pas la somme des
représentations de chacune de ses composantes :

N N N N
si x(t) = Z %, (9, alors C, (t,v; @) = Z C, (tv ;(0)+2R9DE § > G (tv ;¢)E
= & = 0

oit Cy , (LV:i9)= [[ [ @e(&,T) x@y%@ g@s%@ g 8 dsud

L'usage des distributions de la classe de Cohen comme outil d'analyse nécessite de savoir
distinguer les composantes interférentielles sur une représentation temps-fréquence. Leurs
caractéristiques sont désormais bien connues et font l'objet d'une étude exhaustive dans
[Aug91] et [Hla97]. En particulier, la géométrie des interférences de la représentation de

Wigner-Ville peut se résumer ainsi, comme I'illustre la Figure 1.2 :

e Deux composantes d'un signal interagissent en créant des interférences localisées au

voisinage du milieu géométrique du segment les joignant.

e Les interférences ont un caractere oscillant, de fréquence proportionnelle a la distance

entre les composantes en interaction.

o IL'axe d'oscillation des interférences est perpendiculaire a la droite joignant les

composantes interagissantes.

Selon l'usage que l'on souhaite faire des représentations temps-fréquence, les interférences
peuvent s'avérer utiles ou au contraire génantes.
Faisant partie de la distribution, les termes interférentiels sont porteurs d'une information, en
particulier de phase [Fla93], ce qui peut les rendre indispensables pour la détection ou la
classification de signaux. De plus, leur présence contribue au respect de propriétés telles que

l'unitarité.
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Figure 1.2 : Intetférences de la représentation de Wigner-Ville. Exemple d'un signal a une composante a
modulation de fréquence patabolique (a) et d'un signal 2 composantes gaussiennes multiples (b).

En revanche, leur importance en nombre et en amplitude fait que les interférences
perturbent l'analyse des sighaux a composantes multiples ou a modulation de fréquence non-

linéaire. Pour cette raison, de nombreuses approches visant a les atténuer ont été proposées.

1.3.5 Lissage et distributions a interférences réduites

La lisibilité des représentations temps-fréquence étant un facteur essentiel pour I'analyse
des signaux non-stationnaires, il peut étre souhaitable de diminuer le nombre et I'amplitude
des interférences. Une premicre étape consiste a ne représenter que des signaux analytiques
afin d'éliminer les termes interférentiels provenant des interactions entre les composantes
portées par les fréquences positives et celles portées par les fréquences négatives. On rappelle
a cet effet qu'a tout signal réel, on peut associer un signal analytique en utilisant la
transformation (1.4). Une seconde étape consiste alors a exploiter la structure oscillante des
interférences, ce qui suggere d'introduire une opération de /fssage dans le plan temps-
fréquence. Appliqué a la représentation de Wigner-Ville, ce filtrage conduit a 1'évaluation de

l'expression suivante :

G (V) DV, (tV),
ou l'on reconnait la définition générale (1.26) des distributions de la classe de Cohen. Pour le

choix de @, différentes alternatives sont envisageables.

a) Lissage fixe. La solution la plus naturelle consiste a utiliser un filtre passe-bas bi-
dimensionnel indépendant du signal analysé. Un certain nombre de représentations repose sur
ce principe, parmi lesquelles on compte celle de Choi-Williams, Born-Jordan et Zhao-Atlas-
Marks [Fla93]. On citera enfin I'exemple typique que constitue la distribution pseuxdo Wigner-
Viille lissée -
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PWL (tv) = [[H(t=7) Qv-¢{) W(T.<) & §. (1.30)
Dans ce cas, la séparabilité du filtre bi-dimensionnel utilis¢ permet de controler le lissage
indépendamment en temps et en fréquence, et par conséquent la résolution de la

représentation selon chacun de ces axes.

b) Lissage adapté. Une seconde solution consiste a paramétrer une fonction de lissage et a
l'optimiser au sens d'un critere donné dépendant du signal a analyser. On peut alors distinguer

deux approches :

e L'approche globale, qui consiste a utiliser la méme fonction de lissage sur l'ensemble de
la représentation [Bar91], [Bar93a], [Bar93b].

e L'approche /locale, pour laquelle la fonction de lissage dépend du signal, mais également
du temps et/ou de la fréquence [Gon98], [Jon90], [Jon95a], [Oeh97].

Il convient de noter que la méthode de Jones et Baraniuk [Jon95a], qui est certainement la
procédure locale la plus performante de sa catégorie, est une extension de 'approche globale
présentée dans [Bar93a]. Pour cela, les auteurs ont introduit une dépendance temporelle dans
le processus d'optimisation originel de la fonction de lissage. Ils ont de plus proposé un
algorithme  récursif permettant de réduire significativement le temps de calcul de la
représentation. Comme nous le verrons dans la section 2.4, nous avons également adopté une
approche récursive pour l'implémentation rapide de la méthode de réallocation, dont le

principe va étre maintenant exposé.

1.3.6 La méthode de réallocation

Les distributions présentées précédemment constituent des solutions assez satisfaisantes
pour l'amélioration de la lisibilité des représentations de la classe de Cohen. Cependant, quelle
que soit l'approche retenue, l'opération de filtrage destinée a atténuer les composantes
interférentielles se traduit en contrepartie par une diminution de la résolution dans le plan
temps-fréquence. Certains travaux visant a limiter cette perte ont permis de dégager une

méthodologie générale, la méthode de réallocation, dont nous exposons maintenant le principe.

a) Réallocation du spectrogramme. Avant d'étre étendue a l'ensemble des représentations de la
classe de Cohen [Aug95], la méthode de réallocation a été proposée dans le but d'améliorer

les propriétés de localisation du spectrogramme [Kod78].

Le principe de la réallocation repose sur la formulation suivante du spectrogramme :
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SR(tv; B=[[W(t ¥-&) W &) dsid (1.31)
Soit C un point du plan temps-fréquence de coordonnées (t,v). Soit § le support de W,
centré en ce point. L'expression (1.31) montre que l'évaluation du spectrogramme en C
consiste a affecter a ce point I'énergie moyenne (pondérée) du signal confinée dans S. Si ce
lissage conduit a une atténuation des termes interférentiels, il entraine en revanche un
¢talement de toutes les composantes du signal dans le plan temps-fréquence. Afin de pallier
cet inconvénient, Kodera ef col. ont suggéré de changer de point d'affectation en attribuant
cette énergie moyenne au centre de gravité G des contributions énergétiques. Ce principe est
analogue a celui couramment utilisé en mécanique qui consiste a affecter la masse totale d'un
systeme a son centre de gravité et non a son centre géométrique. Dans le cadre de la méthode

de réallocation, les coordonnées de G sont définies ainsi :

C[[SW(t- sv-&) W( ) dsd
[[Wh(t=sv=8) W(s5) ds@
_[[Ew-sv-8 W(sp) dsa
[[Wh(t=5v=-8) W(s) dsd

Ce principe nous conduit ainsi a la définition du spectrogramme réalloné, dont la valeur en tout

ft,v:x) =t

(1.32)

v(t,v;X)

point est la somme des valeurs réaffectées a ce point :

SPR(tv; hE.U SR 'tv'; po( £ °¢'tv'; Wo(v-v('wv'; B dtud. (1.33)

Les opérateurs de réallocation définis en (1.32) ne permettant pas une implémentation
efficace du processus de réallocation, on préférera la formulation proposée par Auger et
Flandrin [Aug95], qui nécessite seulement 1'évaluation de deux transformées de Fourier a

court terme supplémentaires :

ity : ) = t—Re (LY TH) F(LViR) 2
5 [Ravih[ g
 EF.viDh) FitvihF

g [Ravih)) g

ot Th(t) = tCN(1) et Dh(t) = dh(1)/ dt.

vt,v;x)=v-I

b) Réallocation des distributions de la classe de Coben. Par analogie avec le spectrogramme et en
partant de la définition (1.26), Auger et Flandrin ont généralisé le principe de la réallocation a

l'ensemble des représentations temps-fréquence de la classe de Cohen [Aug95] :

ca(t,v;w)fjjg(t,v';¢)5(t—i(f,v'; X)o(v-v(t,v'; B) dt o' (1.34)
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avece @
_[[s#e(s8) W(t sv-¢) dsd
[[@e(sOW(t-sv=¢) dsg
o(t,v;X)zv_j'j'fcﬂrp(s,f)V\é(t- sv=¢) dse].
II(er(SaE)W(t_ sv-£&) dsd

f(t,v;x)=t

De plus, ils ont également proposé une formulation des opérateurs de réallocation permettant
une implémentation rapide de la procédure :
CviTe)
C(tvig)’
oty =v+j SV
C(tvig

avec T@,(t,7) =tlpL(t,T) et D@L(t,T) =0 @(t,T)/0T.

f(t,v;x)=t- (1.35)

(1.36)

On peut montrer que le processus de réallocation préserve quelques propriétés
intéressantes de la classe de Cohen. En effet, les représentations obtenues sont covariantes
par translations dans le plan temps-fréquence et conservent l'énergie. De plus, elles
permettent une localisation parfaite des modulations de fréquence linéaires et des impulsions.
On notera que peu de représentations temps-fréquence vérifient cette derniere propriété. Au
sein de la classe de Cohen en particulier, celle-ci est uniquement satisfaite par la

représentation de Wigner-Ville [Aug95].

¢) Exemples. Afin d'illustrer I'efficacité de la méthode de réallocation pour la représentation des
signaux constitués de plusieurs composantes a bande étroite, un exemple est présenté en

Figure 1.3. L'amélioration de la lisibilité apportée par cette méthode y est incontestable.

1.4 Conclusion

Au cours de ce chapitre, quelques rappels théoriques sur les représentations temps-
fréquence ont été effectués. Ainsi, apres avoir considéré certaines décompositions atomiques,
qui sont des représentations linéaires du signal, nous avons étudié les représentations
d'énergie de la classe de Cohen. Puis, nous avons posé le probleme des interférences et enfin,
certaines solutions comme la méthode de réallocation ont été évoquées. Cependant, les
problémes pratiques liés a 1'évaluation de ces représentations, et en particulier au volume de
calculs souvent prohibitif qu'induit l'analyse temps-fréquence d'un signal long, ont été laissés

en suspens. Le prochain chapitre va donc étre consacré a ces questions.
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Figure 1.3 : Représentation temps-fréquence d'un signal constitué de deux composantes a bande étroite.
(a) spectrogramme, (b) spectrogramme réalloué, () distribution pseudo Wigner-Ville lissée, (d) distribution psendo Wigner-1ille
lissée réallonte. Dans chacun de ces cas, les lignes de niveau représentent 1/5, 1/10 et 1/15 de la valeur

maximale de la représentation.
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Chapitre 2

Implémentation récursive des
représentations temps-fréquences

Le Chapitre 2 concerne les problémes pratiques liés au calcul des représentations, sujet
relativement peu abordé si on considére que la mise au point d'algorithmes économiques,
rapides et élégants a ¢largi et continue d'élargir le champ des applications de 1'analyse temps-

fréquence. Dans ce domaine, on peut recenser deux approches.

La premiere vise a limiter la redondance des calculs. Pour cela, certains auteurs
recherchent un ordonnancement optimal des opérations [Sun85], [Cun92], [Bar92]. D'autres
en revanche exploitent les propriétés de symétrie de la fonction d'autocorrélation instantanée
et de certaines fonctions de paramétrisation [Mar85], [Boa87], [Zie91]. Enfin, les distributions
de la classe de Cohen peuvent faire I'objet d'une décomposition en une somme pondérée de
spectrogrammes, seuls les termes les plus significatifs étant retenus [Cun94a], [Cun94b]. A
l'exception de cette derniere approche, qui de plus n'aboutit qu'a une approximation de la
représentation, les procédés cités conduisent a une réduction substantielle du temps de calcul.
Pour cette raison, certains d'entre eux sont systématiquement associés aux algorithmes a

stratégie récursive qui constituent la seconde classe de solutions que 'on a recensée.

Cette seconde approche consiste précisément a déterminer RTF[NV) a partir de
RTR[n-1v), RTK[.,v) désignant une distribution temps-fréquence a temps discret. On
congoit aisément que toutes les représentations ne peuvent résulter d'un calcul de cette
nature. Il apparait ainsi dans [Hos80], [Ami87], [Rou93], [Tom906] et [Ric96b] que seules
certaines fenétres d'analyse autorisent 'évaluation récursive de la transformée de Fourier a
court terme, sans qu'aucune condition nécessaire et suffisante d'admissibilité ne soit établie.
Dans [Ami95], apres avoir distingué les notions de récursivité directe et indirecte, qui feront
l'objet d'un rappel au cours de ce chapitre, I'auteur définit une contrainte sur la fonction de
paramétrisation afin que la distribution de la classe de Cohen associée satisfasse une relation

récursive directe. Il expose également un exemple de formulation récursive indirecte, les
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solutions de cette nature étant multiples [Ami96], [Ric97a]. De fagon générale, tous ces
travaux mettent I'accent sur la remarquable efficacité des algorithmes récursifs pour le calcul
des représentations temps-fréquence. Ceci justifie I'intérét dont ils font actuellement 'objet
pour la mise en oeuvre de certains procédés complexes visant a limiter la présence des termes

interférentiels dans les représentations [Jon95a], [Ric97a].

L'objectif de ce chapitre est de présenter de fagcon homogene et unifiée la propriété de
récursivité de la transformée de Fourier a court terme Fy et de certains membres C, de la
classe de Cohen, en y incluant des contributions personnelles comme l'extension de cette
propriété aux distributions modifiées par la méthode de réallocation. Ce chapitre est organisé
ainsi. Apres quelques rappels sur les notions de récursivité directe et indirecte [Uns83], nous
¢tablissons des conditions nécessaires et suffisantes d'admissibilité de la fenétre d'analyse h et
de la fonction de paramétrisation @ afin que les distributions F[.;h) et C[.; @) vérifient
une relation récursive directe. Dans chacun de ces cas, nous proposons un exemple
d'extension au cas récursif indirect et nous analysons l'efficacité des algorithmes
correspondants. Enfin, nous proposons une stratégie récursive pour la mise en oeuvre du

processus de réallocation de certaines représentations temps-fréquence.

2.1 Principes généraux de la récursivité

Considérons une séquence discrete X[K], ke &Z°, observée au travers d'une fenétre a court
terme de largeur 2K + 1. A tout moment, la position de cette fenétre est repérée par l'indice n
de son échantillon central X[n] , comme le montre la Figure 2.1. Soit g une fonction

dépendant des échantillons accessibles a un instant donné, que 1'on note :

gri=r(n- K ... kn K), @.1)

ou I est une fonction donnée.

Lorsqu'on déplace la fenétre d'analyse de la position n—1 a la position N, on supprime
X[n— K-1 et on ajoute X[n+ K] a la liste des échantillons observables. Dans ce contexte, il
est raisonnable d'envisager que, sous certaines conditions, g[n] puisse étre évaluée

récursivement, c'est a dire a partir de g[n—1] :

gri=u(dn-1 kn K-} Kkn K), (2.2)
ou U désigne une fonction de mise a jour a déterminer. Lorsque la fonction U ne dépend que
des parameétres énumérés ci-dessus, la récursivité de g est qualifiée de directe. En revanche, si U
ne dépend que de variables auxiliaires faisant 'objet d'une mise a jour récursive, la récursivité

est dite zndirecte [Uns83)].
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2.1.1 Récursivité directe

Nous allons maintenant énoncer une condition nécessaire et suffisante d'existence dune
relation de récursivité directe pour une fonction g donnée, en nous limitant au cas ou la

fonction de mise a jour U, présentée dans I'expression (2.2), dépend linéairement de g[n—1].

Proposition 2.1. [Uns83]. Une fonction g de la variable n, dépendant des échantillons

x[n=K],..., X n+ K], vérifie la condition de récursivité directe :

gri=adn-3+8 qkn K)+y Gxr K1), (2.3)

ou o, f et ysont des parametres complexes et G une fonction arbitraire, si et seulement si :

gr=c ia‘k q k n+ k),avec B=ca™ et y=-ca"". (2.4)

Preuve. En partant de g[n] et en appliquant 2K +1 fois I'équation récursive (2.3), on obtient
2K 2K
oirl =a®*d n-(2K+1] +BZO{‘ G k n+ K—]i)+yZa‘ qx - Kk 1-11).

Apres un changement de variables approprié, ce résultat peut étre réécrit sous la forme

suivante :

ol -a®*d n-(2K+3] = Ba* Zk“ gk K)+ya* zka GIx A 2 KL+ 1K

Puisque g[n] et g[n—-(2K+ 1] ne dépendent respectivement que des échantillons X[n— K]
n+ K] et n-3K-1,..., X n— K-1, on en déduit que :

5 seey

Eg[n] Ba* zka-ke (X K)
g[n (2K+9] =-ya ZK“ G(% m(2K+ 1+ k)

En comparant ces deux expressions, on trouve finalement que :

Ba* =-ya ™ =c, ou Cest une constante. =

X x(n]

B AT ENTURAT s

k

Fenétre de largeur 2K+1 positionnée en n

Figure 2.1 : Principe de I'analyse d'un signal au travers d'une fenétre glissante de largeur 2K+1.
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Parmi les exemples les plus connus de récursivité directe, on peut citer celui du filtre a

moyenne mobile :

2K+1k:K_ AN+H. (2.5)

En effet, m vérifie la condition (2.4) avec G(){ ri): Xh, c=1/(2K+1) et a=1 ce qui

donne :

mli=m[ n-1+

m[n =

2K+1(>{ n+ K - kn- K-1). (2.6)

2.1.2 Récursivité indirecte

Il existe de nombreuses fonctions vérifiant la propriété de récursivité indirecte, parmi

lesquelles figure la variance mobile :

1 K

o’[n = n+K - g 2.7)
A= 5 5 > in+ K-t b)
On peut en effet montrer que :

1

K
o’[n = ZKXZ[ ntB-nf h= i In- fi] nou m, et m, vérifient la relation (2.6).
K==

2K +1
Cependant, le cadre théorique de cette notion est moins bien défini que celui de la récursivité
directe et il n'existe pas, a notre connaissance, de conditions nécessaires et suffisantes de
récursivité indirecte. Le lecteur intéressé pourra néanmoins consulter [Uns83] pour de plus

amples explications.

Dans la suite de ce chapitre, nous utiliserons la condition de récursivité directe (2.4) afin de
présenter une formulation récursive de la transformée de Fourier a court terme et des
distributions de la classe de Cohen. Puis, nous étendrons cette notion au processus de

réallocation présenté dans la section 1.3.6.

2.2 La transformée de Fourier a court terme
2.2.1 Formulation récursive directe

En notant X[nTg, neZ, un signal échantillonné a la cadence Te que l'on prendra
arbitrairement unitaire, on peut définir la transformée de Fourier a court terme d'un signal

discret ainsi :

N-

Fx[n,v;h)Eizm>{n+I§ H K & = Zl[XFr]k h]k €™ 2.8)

k=

ou h désigne une fenétre d'analyse glissante de largeur 2N — 1.
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A chaque instant n, 'évaluation de Fy nécessite le calcul d'une transformée de Fourier, ce
qui peut s'avérer couteux en temps de calcul, en particulier lors de I'analyse de signaux longs.
Ceci justifie notre intérét pour une formulation récursive de I'expression (2.8), qui permettrait
éventuellement de réduire le volume global des opérations a effectuer. En utilisant les
notations et les résultats présentés dans la section 2.1, nous allons maintenant expliciter une
condition nécessaire et suffisante d'admissibilité de la fenétre d'analyse h, afin que Fy satisfasse
la relation de récursivité directe (2.3). La proposition suivante compléte les conditions
suffisantes mentionnées dans [Hos80], [Ami87], [Rou93], [Tom90] et [Ric96b].

Proposition 2.2. La transformée de Fourier a court terme définie par l'expression (2.8) peut
étre formulée récursivement selon la relation (2.3) si et seulement si la fenétre d'analyse h

appartient a la classe générale &(F,) suivante :

&(F) :{h: h[K=cp™ k=1- N..., N-1 d]é’,pD@}, (2.9)
Dans ce cas, la transformée de Foutier a court terme vérifie la relation :

FInvih=pe&™ E[n-Lv; h+ & H N1 [xn N1

2N (2.10)
-pe”™ h[1-N kn- N

Preuve. La comparaison des expressions (2.4) et (2.8) conduit a :
G(X[ n+ Iq) = km+ ket h'[K €7 = ca™, ou a et € sont des paramétres complexes.
La fenétre h et le paramétre € ne dépendant pas de v, a est de la forme €*”p, pe C. En

conséquence, les fenétres d'analyse autorisant une formulation récursive directe de la

transformée de Fourier a court terme sont de la forme :
h'[Kl=cp™ k=1- N...,, N-1 dIé, pO¢C. (2.11)
L'identification des coefficients S et y intervenant dans la relation (2.3) donne alors :

a=pe?, B=N[N-1 &' et y=h'[-N] &"™ =p A[1- N &"™ . n

Remarque. Ce résultat nous conduit directement a une formulation récursive indirecte du

spectrogramme puisque ce dernier est défini par le carré du module de Fy.

Afin d'lllustrer la récursivité directe de la transformée de Fourtier a court terme, supposons
que h soit une fenétre rectangulaire telle que h[k] =1 si k D{l— N,...,N- ]} , et 0 sinon. Dans

ce cas, on obtient :
F.[nv;h =(Fx[n—l vih+ xm N-1 éjz’"‘“) E™ - [xAa N'&" puisque p=1. (2.12)

Ce cas particulier apparait dans un certain nombre de travaux [Uns83], [Rou93], [Tom96].
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2.2.2 Exemple de formulation récursive indirecte

L'objet de cette section est d'associer la récursivité de la transformée de Fourier a court
terme 2 une classe de fenétres d'analyse plus large que &E(F,). Pour cela, nous allons faire appel
a la notion de récursivité indirecte en combinant plusieurs processus récursifs directs de type
(2.10). Cette solution n'est cependant pas unique, des formulations plus spécifiques a certaines

familles de fenétres pouvant étre établies [Tom96].
Ainsi, si la fenétre d'analyse h appartient a la classe EexFy) définie ainsi :
. P O
E.(F)= 51: h[K= Z G P, k=1- N..., N-1 ¢0¢,p,06€, Mlet' 3 (2.13)
U = O
la transformée de Fourier a court terme admet la formulation récursive indirecte suivante :
P
FInv;h= Z Flnv; h),ou hK =c¢, p*, 2.14)
i
F.[n, v; h)) étant évaluée récursivement grace a la relation (2.10).

L'examen de Eex(Fy) permet de constater que cette classe regroupe l'ensemble des fenétres
a court terme (périodisées) admettant une décomposition en série de Fourier finie. En
particulier, les fenétres de pondération semi-sinusoidale (P =2), de Hamming et Hanning
(P=3), et Blackman (P =5), trés couramment utilisées en analyse spectrale, autorisent une

formulation récursive indirecte de la transformée de Fourier a court terme [Ric97a].

2.2.3 Performances

Nous allons maintenant montrer que I'évaluation récursive de la transformée de Fourier a
court terme nécessite souvent moins d'opérations que le calcul classique consistant a utiliser
directement la définition (2.8). Pour cela, supposons par exemple que h soit une fenétre
rectangulaire de largeur 2N —1, ou N est une puissance de 2. Dans la suite de cette section,
cette largeur sera systématiquement portée a 2N par ajout d'un échantillon nul, afin de

permettre l'usage de la transformée de Fourier rapide lorsque cela est possible.

Calcul classique. L'évaluation de F,[n, k/2N; i, k=0,...,2N - 1, résulte de la transformée
de Fourier rapide d'un signal de 2N échantillons. Par conséquent, le calcul direct de la
transformée de Fourier a court terme nécessite 2N log,(2N) additions complexes et
N log, N multiplications complexes a chaque instant [Kun81]. Afin de pouvoir comparer ces
résultats a ceux du calcul récursif, il est indispensable de convertir les opérations complexes

en opérations réelles. Pour cela, on peut remarquer qu'une addition complexe (A.) fait

36



Demi-largeur N de la fenétre

Figure 2.2 : Estimation du gain en temps de calcul lorsque l'approche récursive est préférée a la
méthode classique poutr 1'évaluation de la fransformée de Fourier a court terme. Différentes fenétres
d'analyse sont considérées : rectangulaire (®), semi-sinusoidale (M), Hamming et Hanning ().

intervenir deux additions réelles (Ag) et qu'une multiplication complexe (M) requiert
quatre multiplications réelles(My) et deux additions réelles. Ainsi, le calcul direct de la
transformée de Fourier a court terme nécessite, a chaque instant, le nombre d'opérations

réelles suivant [Ric97a] :

A, =6Nlog,(N)+4N M, =4N log, (N).

Calcul récursif. Dans l'expression (2.12), l'évaluation du terme entre parentheses nécessite
2N additions complexes. A ceci, il faut ajouter 2N multiplications et 1 addition complexes
provenant respectivement du produit de ce terme par exp(jkrr /N ), k=0,...,2N-1, et de la
somme avec X[N— N]. Par conséquent, le volume global des opérations réelles mises en

ocuvre par l'algorithme récursif est le suivant [Ric97a] :

A, =8N +2 M, =8N.

Ces résultats mettent en évidence la complexité linéaire de I'algorithme récursif, qui est par
conséquent plus favorable que celle en O(Nlog;N) de I'approche classique. Cette conclusion
reste valable lorsqu'on utilise d'autres fenétres d'analyse, comme cela est indiqué en annexe de

ce chapitre, page 51.

Afin de quantifier l'efficacité de I'approche récursive par rapport a la méthode classique,
nous allons maintenant utiliser l'indicateur suivant, qui constitue une approximation du gain

en temps de calcul [Kun81] :
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OE,,...
n — classique , (215)

OE,

ot OEgpassiqueet OEscursit teprésentent le nombre d'opérations élémentaires requis par chacun

récursif

des algorithmes. Nous rappelons qu'une opération élémentaire est classiquement définie comme
une multiplication suivie d'une addition. Dans le cadre de cette étude, nous considérerons en
premicre approximation que OE= max{ A MR} [Kun81]. Dans la Figure 2.2, l'indicateur
(2.15) est représenté pour différentes fenétres, en fonction de leur demi-largeur N. Ce résultat
démontre clairement l'efficacité de l'approche récursive par rapport a la méthode classique,
lorsque la largeur de la fenétre excede une taille critique. De plus, on constate que le gain en
temps de calcul dépend de N, mais également du nombre P de processus récursifs intervenant

dans le calcul (2.14).

2.3 Distributions de la classe de Cohen
2.3.1 Formulation récursive directe

En temps discret, les distributions de la classe de Cohen peuvent s'exprimer ainsi :

+00 +00

Clnvig=S Y @dml Rl ot m]l & (2.1

=—ocom=—00

ou R[n+m]=%xm m]l ¥ * m]l désigne la fonction d'autocorrélation discréte du
signal X, et @ la fonction de paramétrisation de la représentation, exprimée dans le domaine

temps-retard. On suppose que cette derniere est a support fini S; tel que :

S, ={(m)0Z *xZ:|n< M|l -1},
Comme pour la transformée de Fourier a court terme, nous allons maintenant expliciter une
condition nécessaire et suffisante d'admissibilité de la fonction de paramétrisation @, afin

que C; satisfasse une relation de récursivité directe.

Proposition 2.3. La distribution C définie par l'expression (2.16) vérifie la relation de

récursivité directe suivante :

CInv;@=aCln-Llv;@+ca™ Gl n Mv;¢)- a" J r M1v;¢), 2.17)
si et seulement si la fonction de paramétrisation ¢, exprimée dans le plan temps-retard,

appartient a la classe générale &(C,) suivante :

8(Cx)=§(pm:(pﬂ{ml]:cia‘k ¢glm- k1, cIG a0e | s M|l L—1§; (2.18)

ou ¢ est une fonction de paramétrisation de support fini S, défini par :

s, ={(m)0Z xZ:|m+ |< L-1}.
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Preuve. D'apres la définition (2.16), lorsqu'on effectue une analyse temps-fréquence a court
terme du signal X a l'instant n, on supprime X{[n— M- L et on ajoute X{n+ M+ L-1 ala

liste des échantillons observables. Le processus récursif direct recherché est alors du type :

CInv:@=U(CIn-1v;@, X(n+ M, X = M-1), 2.19)
ou U désigne une fonction de mise a jour et X(n+ K) I'ensemble des échantillons de X

intervenant dans la définition de la fonction d'autocorrélation R, a l'instants n+K :
X(n+ k) ={fn+ k= L+10, ..., knt k- =3}
Dans ce contexte, la relation de récursivité directe (2.3) se réécrit sous la forme :

Cinvid=a Cln-1v;d+B G X n+ M)+y X = M)

On notera que cette expression est une généralisation de la relation intervenant dans la
Proposition 2.1 puisque X(n) désigne désormais un ensemble d'échantillons du signal. La
démarche conduisant a la formulation d'une condition nécessaire et suffisante reste cependant

inchangée et on obtient :
M
Clnv;d=c ZMa‘k q X n+ §),avec B=ca™ et y=-ca™". (2.20)
K==

Puisque Cy est une distribution de la classe de Cohen, la fonction G a la structure d'une

représentation temps-fréquence bilinéaire. Ainsi, on pose :

+o0 400

G(X(n+R)=GIn kvi9)=S 5 gl mI ke m]lK m k m] 178", (221)

M=o | 5=

Dans cette équation, ¢, désigne une fonction de paramétrisation de support fini S, tel que :
S, ={(m)0Z *x.Z:|m+ |< -1},
car X(n+ K ne désigne que les échantillons x[n+ k- L+1],..., Y+ k+ L=1]. Enfin, la

comparaison de l'expression (2.20) et de la définition (2.16) nous conduit a :

galm i =c gMa plm k1. .

Remarque. La Proposition 2.3 compléte le résultat présenté dans [Ami95], le support de la

fonction ¢ ne pouvant étre quelconque.

D'apres la relation (2.17), I'évaluation récursive de C,[n vV ; ¢) nécessite le calcul de deux
distributions de la classe de Cohen additionnelles, ce qui n'est a priors pas propice a une
diminution du temps de calcul. Cependant, on note que le nombre d'opérations requis par la
mise a jour de la distribution Cy est indépendant de la taille du support temporel [-M, M] de
sa fonction de paramétrisation @. Ceci constitue certainement un avantage lorsque M est
suffisamment grand. Dans la section suivante, nous montrons qu'il en est ainsi lorsque Cy

désigne en particulier les distributions pseudo Wigner-Ville lissées [Ric96a], [Ric97a].
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2.3.2 Distribution pseudo Wigner-Ville lissée récursive

a) Récursivité directe. D'apres la définition (2.18) de la classe &(C,), il est manifeste que certaines
distributions pseudo Wigner-Ville lissées admettent une formulation récursive directe. En
effet, si on suppose que @ est a variables séparables, il s'en suit que la fonction de
paramétrisation ¢ est également a variables séparables. Jusqu'a la fin de ce chapitre, nous

considérerons en particulier la classe de noyaux suivante :

S(PWI_A):{(p:garR[m]: ca™ §1 s M||s |_—1}, (2.22)
obtenues en posant ¢[mI=d] dnm, ou g est une fonction quelconque définie sur
lintervalle {1~ L,...,L -1}

11 est alors intéressant de noter que les deux distributions additionnelles intervenant dans la
relation (2.17) sont de type pseudo Wigner-Ville et que la relation récursive vérifiée par PWL,

est la suivante :

+00

PWL[NnV;@ =a PWL[ -1v; ¢ + z K[ n]l &™ (2.23)

5%

avec K[n,]=@ M R[N+ M1 -a@f-M] RLn- M-1] . (2.24)

b) Récursivité indirecte. En adoptant la méme démarche que pour la transformée de Fourier a
court terme, la notion de récursivité peut étre aisément étendue a une classe de fonctions de
paramétrisation plus large que E(PWL). Ainsi, si le noyau d'une distribution appattient a :
P
& . (PWL) = E(er:(pTR[m 1= 4] Z c,a,, ¢0C a, 06 s M||s L—1E;
O = 0
la représentation pseudo Wigner-Ville lissée associée admet une formulation récursive

indirecte :

P
PWL[nV;¢@) = Z PWL[ av; @), 0t g[ml=c,a," d1,
£
PWL[nNnV; @,) étant évaluée récursivement grace a la relation (2.23).

L'analyse de & PWL) permet de constater que cette classe regroupe l'ensemble des
noyaux a variables séparables g[I]h[m] tels que h[m] (périodisée) admet une décomposition en

série de Fourier finie. La fonction g[l] quant a elle peut étre quelconque.

¢) Performances. D'apres la relation (2.23), il apparait que le nombre d'opérations requis pour
I'évaluation récursive d'une distribution pseudo Wigner-Ville lissée est indépendant de la
largeur du support temporel de sa fonction de paramétrisation. Nous allons montrer sur

quelques exemples que cette propriété constitue I'atout majeur de I'approche récursive.
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Les noyaux a variables séparables que nous allons utiliser vérifient tous la propriété de

symétrie hermitienne suivante, par rapport a la seconde variable :

(glNH M) = g3 h-in, (2.25)
ce qui permet de reformuler la définition des distributions pseudo Wigner-Ville lissées ainsi :
M
PWL[nv; gh=2Re{= [ nv; gh}- > \@MhmR A, D, (2.20)
m=-M
L-1 M
avec Ex[n,v;gh)zz Z dithirh B » njl &™. (2.27)
=0 m=— M

On peut montrer que l'usage de ces expressions pour l'évaluation des distributions pseudo
Wigner-Ville lissées conduit a une réduction du volume de calculs [Mar85], [Zie91]. Aussi,
afin de tester les algorithmes classique et récursif dans les conditions les plus favorables, nous

allons évaluer le nombre d'opérations requis sur la base des relations (2.26) et (2.27).

Considérons en particulier le cas ou g est une fonction quelconque a valeurs complexes et
h une fenétre rectangulaire de largeur 2L -1, ou L est une puissance de 2. A chaque instant,
les deux algorithmes débutent par l'évaluation de la fonctions d'autocorrélation instantanée

(M. = L) . Puis, suivant l'approche adoptée, les calculs s'enchainent ainsi :

Calcul classique. L'évaluation de l'expression (2.27) conduit a sommer l'ensemble des
termes R, (A. =2ML). Le résultat est alors fenétré au moyen de la fonction a valeurs
complexes g (M = L), puis une transformée de Fourier rapide lui est appliquée. Enfin, PWLy
est obtenu en utilisant l'expression (2.26) (Mg =L;A;=1L). En conclusion, le calcul
classique de cette distribution pseudo Wigner-Ville lissée nécessite a chaque instant le nombre

d'opérations réelles suivant [Ric97a] :

A, =4(M+1L+3Llog,(L) M, =7L+2Llog,(L).

Calcul récursif. Lorsque le noyau utilisé vérifie la propriété de symétrie hermitienne (2.25),
l'approche faisant 'objet de cette section consiste a évaluer récursivement Ey sur le modele
des relations (2.23) et (2.24), puis a utiliser la expression (2.27) afin d'obtenir le résultat final.
L'évaluation de l'expression (2.24) nécessite L additions et 2L multiplications complexes. On
applique alors une transformée de Fourier rapide, puis la partie réelle du résultat est ajoutée a
la partie réelle de la valeur de Ey obtenue a l'instant précédent (A; = L). Enfin, comme pour
l'approche classique, PWL, tésulte alors de l'application de la relation (2.20)
(Mg =L; Ax=L). En conclusion, le calcul récursif de cette distribution pseudo Wigner-Ville

lissée requiert a chaque instant le nombre d'opérations réelles suivant [Ric97a] :

A, =7L+3Llog, (L) M., =7L+2Llog,(L).
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Ces résultats mettent en évidence que le nombre d'opérations mises en oeuvre par
l'approche récursive est indépendant de la taille du support temporel [-M, M] de la fenétre
de lissage temporel h, ce que confirment également les résultats figurant en annexe de ce
chapitre, page 51. Ceci constitue un atout indéniable par rapport a la méthode classique,
comme nous le montre la Figure 2.3.(a). En revanche, on note sur la Figure 2.3.(b) que le gain
en temps de calcul décroit lorsqu'on fait croitre la largeur de la fenétre de lissage fréquentiel g,

pour une fenétre de lissage temporel h donnée.
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Gainn

8 16 32 64

Demi-largeur M de la fenétre de lissage temporel h (L=64)

(b)

Gainn

O 1 1
8 16 32 64
Demi-largeur L de la fenétre de lissage fréquentiel g (M=32)

Figure 2.3 : Estimation du gain en temps de calcul lorsque l'approche récursive est
préférée a la méthode classique pour l'évaluation de la distribution psendo Wigner-V'ille lissée.
Différentes fenétres de lissage temporel h sont considérées : rectangulaire (®), semi-
sinusoidale (W), Hamming et Hanning (#). (a) La demi-largeur L de la fenétre de lissage
fréquentiel g est fixée a 64. (b) La demi-largeur M de la fenétre h est fixée a 32.

2.4 Récursivité et méthode de réallocation

L'amélioration de la lisibilité des représentations temps-fréquence constitue une étape
cruciale pour 'analyse des sighaux non-stationnaires. A cet effet, de nombreux éléments de
solutions ont été proposés, parmi lesquels on compte la méthode de réallocation décrite dans

la section 1.3.6. Ce procédé est resté peu utilisé jusqu'a ce qu'Auger et Flandrin démontrent
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théoriquement son efficacité. Ces derniers ont alors présenté une nouvelle formulation des
opérateurs de réallocation afin d'en faciliter 'implémentation [Aug95]. En nous appuyant sur
ces résultats, nous proposons dans cette section une stratégie récursive visant a réduire le
temps de calculs requis par la mise en oeuvre de la méthode. Ainsi, nous nous intéressons
tout d'abord a l'introduction de la récursivité dans le processus de réallocation du
spectrogramme, puis dans celui des distributions pseudo Wigner-Ville lissées. Dans ces deux
cas, le gain en temps de calcul fait I'objet d'une estimation, que corroborent les résultats

expérimentaux figurant dans [Ric97a].

2.4.1 Spectrogramme réalloué

a) Récursivité et opératenrs de réallocation. En temps discret, les opérateurs de réallocation associés

au spectrogramme peuvent s'exprimer ainsi [Aug95] :
FnviTh FlnvihE
g [RInvib B
m %Fx[n,v; Dh Flnv;h =
g |RInv;ih[ g

ou Fy désigne la transformée de Fourier a court terme définie par l'expression (2.8), Dh[n] la

Anv; ¥ =n-Re (2.28)

vinv; X =v-I (2.29)

dérivée de la fonction h(t) a variable continue évaluée en n, et TH = nl .

Les fonctions fi et V de la variable discréte n ne vérifiant pas la condition de récursivité
directe établie dans la Proposition 2.1, la recherche d'une stratégie récursive de nature
indirecte s'impose. La structure particuliere des expressions (2.28) et (2.29) nous amene ainsi a
nous intéresser aux proprié¢tés de récursivité des distributions Fy[.; h], F.; Th] et F[.; Dh].
Dans ces circonstances, en adoptant les mémes notations que dans la section 2.2.1, on peut

énoncer le résultat suivant [Ric96a], [Ric97a] :

Proposition 2.4. Soit h appartenant a la classe &(Fy) des fenétres d'analyse autorisant une
implémentation récursive directe de la transformée de Fourier a court terme Fy[.;h]. Les
relations suivantes établissent les récursivités directe et indirecte de F,J .; Dh] et Fy[ .; Th] :

F[nv;Dh=pe&”™ E[n-1v; Dh

s | (2.30)
+ei2MND DHIN-1 km+ N-31-p é™ Dhl- N[xr N

FInv;TH=p(Rln-1v; Th- F n-1v; )) €

. , (2.31)
+(N=DH[N=-T xn+ N-1 &™"?+p Nh1- N[xnm IN'&",
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Preuve. La premiére relation résulte du fait que Dh appartient a E(F,) puisque l'on a :
DH Kl =-In(p) K B ou p, supposé non nul, est défini par l'expression (2.9).

Quant a la deuxieme relation, un calcul simple permet de la vérifier. =

Afin de limiter le temps de calcul requis par I'évaluation de F,[.;Dh], on préférera

cependant a la relation (2.30) utiliser directement le fait que [Ric96a], [Ric97a] :

FInv; Dh) =-In(p) F[nv; h, car DK = -In(p) K K. (2.32)
Enfin, en s'appuyant sur les résultats de la section 2.2.2, on notera que la stratégie récursive

que nous proposons peut étre étendue a I'ensemble des fenétres de la classe Eex(Fy) définie en
section 2.2.2 [Ric96a], [Ric97a].

b) Algorithme et performances. 1'algorithme présenté dans la Figure 2.4 adopte une stratégie
récursive pour I'évaluation conjointe des spectrogrammes classique SR et réalloué¢ SPR d'un
signal X. On peut remarquer que le processus de réallocation n'y est activé que si SR[nv; B
est supérieur a un seuil £ donné [Aug95]. Ce critere garantit l'existence des expressions (2.28)
et (2.29), et empéche la réallocation inutile des échantillons SB[ nv; I) dont la valeur est

proche de zéro.

Afin d'évaluer les performances de cet algorithme, une méthodologie similaire a celle

employée dans la section 2.2.3 a été adoptée. Le nombre d'opérations requis par 1'évaluation

PROGRAMME PRINCIPAL

Répéter pour chaque instant d'analyse n,
Acquérir I'échantillon x[n+ N|
Evaluer : F.[n,v;h avec FJ[n-1v;h| cf. Eq. (2.10)
F.J[n v; Dh avec F[n,v;h cf. Eq. (2.32)

FJInv; TH avec F[n-1Lv;TH et FJ[n-1v;h cf Eq (2.31)
SRInv; A= Hnv; h § nv; K
Répéter pour chaque composante fréquentielle v,
Si SP[nv; B> ¢ alors exécuter la FONCTION de REALLOCATION
Fin Répéter
Fin Répéter

FONCTION de REALLOCATION

Evaluer : (A, v) avec F[nv;h, FJ[nv;TH et F[nv;Dh -cf Egs. (2.28),(2.29)
SPR[MW; h= SPR"®; & gP,w ] h

Figure 2.4 : Algorithme a stratégie récutsive pour I'évaluation du spectrogramme réalloue.
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0 1 1 1 1 1
2 4 8 16 32 64

Demi-largeur N de la fenétre

Figure 2.5 : Estimation du gain en temps de calcul lorsque l'approche récursive est préférée a la
méthode classique pour l'évaluation du spectrogramme réalloné. Différentes fenétres d'analyse sont
considérées : rectangulaire (®), semi-sinusoidale (M), Hamming et Hanning (#).

du spectrogramme réalloué lorsque la fenétre d'analyse h est rectangulaire, semi-sinusoidale,
de Hamming ou Hanning, est indiqué en annexe de ce chapitre, page 52. Le résultat présenté
met en évidence la complexité linéaire de I'algorithme récursif, plus favorable que celle en
O(Nlog:N) de l'approche classique consistant a appliquer directement les relations (2.8), (2.28)
et (2.29). Dans la Figure 2.5, l'indicateur (2.15) du gain en temps de calcul est représenté pour
différentes fenétres d'analyse en fonction de leur demi-largeur N, lorsque tous les échantillons
SP[nv; B de la représentation font l'objet d'une réallocation. Ce résultat démontre

l'efficacité de l'approche récursive lorsque la largeur de la fenétre h excede une taille critique.

2.4.2 Distributions pseudo Wigner-Ville lissées réallouées

a) Récursivité et opératenrs de réallocation. Dans [Aug95], les auteurs formulent les opérateurs de

réallocation associés aux distributions C, de la classe de Cohen ainsi :

A= o SINY; TY)
Anv; X =n —CX[FLV; 9 (2.33)
;X =v+ j%, (2.34)

ou T@[m = mip] m] et D@ Im ] est la dérivée partielle d @ (t,7)/dT évaluée en (m,1).

En adoptant la méme approche que pour le spectrogramme réalloué, on peut montrer que
C{l.;D¢) et CJ.; T@) peuvent étre évaluées récursivement lorsque G, .; @) satisfait la relation

de récursivité directe (2.17). Cependant, afin de limiter la complexité des différentes relations
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récursives exposées, nous restreignons la présente étude aux cas des distributions pseudo
Wigner-Ville lissées. Dans ces circonstances, en conservant les notations de la section 2.3, on

peut énoncer le résultat suivant [Ric96a], [Ric97a] :

Proposition 2.5. Soit ¢ appartenant a la classe &(PWL,) des fonctions de paramétrisation a
variables séparables autorisant une implémentation récursive directe de la distribution pseudo
Wigner-Ville lissée PWLJ[.;d]. Les relations suivantes ¢établissent respectivement les

récursivités directe et indirecte de PWL( .; Dgf] et PWL{ .; T4 :

PWL[Nnv; D) =a PWL] n-1v; r¢)+in[ njl @ (2.35)
avec NnI]=DgI M, [R[n+ M 1 -a Dgf-M 1 R n- M-1] .

PWL[nV; Ty)=a (PWL[ rrlv; §- PWL ﬂlv;@)+lz¢[ e, (2.36)
avec Y[n =M @M, R[n+ M| -a(M+} ¢f-M ] R, n- M-1].

Preuve. L'expression (2.35) résulte du fait que si ¢ appartient a E(PWL), alors D¢ appartient
également a &(PWL). En conséquence, la relation récursive directe (2.23) reste valide pour la

distribution PWLJ .; D¢g). Un calcul simple permet de vérifier la relation (2.306). =

On peut noter que l'association de plusieurs processus récursifs de type (2.35) et (2.36)
permet d'étendre la stratégie récursive qui vient d'étre présentée a la classe des fonctions de
paramétrisation Ee(PWL). Dans ce cas, il est fait appel a la propriété de linéarité de la

transformée de Fourier, comme cela est précisé dans la section 2.3.2.b [Ric96a], [Ric97a].

b) Performances. Les noyaux a variables séparables g[l] h[m], notés gh, que nous allons utiliser
pour démontrer l'intérét de la stratégie récursive vérifient la propriété de symétrie hermitienne

(2.25). Cect a pour conséquence que [Ric97a] :
(DgH(1.m)" = Dgh |- rh et (TgH | nf)" = Tgh}- h,

ce qui permet de reformuler les distributions pseudo Wigner-Ville lissées de noyaux Tgh et

Dghainsi [Ric97a] :
PWL[nV; Toh=2Re{=,[ w: Tg}- 5 Tda I R n .G 2.37)

PWL[nv; Dgh=2Im {=,[ v Dgf}- 5 Ddo I R # .M, 2.39)

ou 5[ .; @) est définie par :
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L-1 M
Snvig = Z Zw(p{l,ni R[ n+ m]l &*™ . (2.39)
Tout comme [ .;gh), les distributions &, .;Dgh) et &.;Tgh peuvent faire l'objet d'une
¢évaluation récursive [Ric97a]. Les relations conservent alors 'allure générale des expressions
(2.35) et (2.30).

Que la stratégie adoptée soit classique ou récursive, l'usage des relations (2.37), (2.38) et
(2.39) permet de réduire le temps de calcul des distributions PWL{ .; Tgh et PWL{ .; Dghl, et
donc des opérateurs de réallocation. En conséquence, afin de comparer ces deux approches
dans les conditions les plus favorables, les calculs de complexité algorithmique figurant en
annexe de ce chapitre, page 52, ont été effectués sur la base de ces expressions. Ces résultats
mettent en évidence que la complexité de 'algorithme récursif est indépendante de la taille du
support temporel [-M, M] de la fenétre de lissage temporel h. Ceci constitue un atout
indéniable pour I'approche proposée, comme nous le montre la Figure 2.7.(a). En revanche,
on note sur la Figure 2.7.(b) que le gain en temps de calcul décroit lorsqu'on fait croitre la
largeur de la fenétre de lissage fréquentiel g, pour une fenétre de lissage temporel h donnée.
Enfin, on peut montrer que le gain en temps de calcul est peu affecté par le nombre
d'échantillons PWL[nvVv; gh réalloués a chaque instant n, I'exécution de la fonction de
réallocation précisée dans la Figure 2.6 nécessitant au maximum 3N additions et 2N

multiplications réelles. Cette remarque est également valable pour le spectrogramme réalloué.

PROGRAMME PRINCIPAL

Répéter pour chaque instant d'analyse n,
Acquérir I'échantillon xn+ M+ L-1]
Evaluer : PWL[nV; ¢ avec PWL[Nn-1V; ¢ cf. Eq. (2.23)
PWL[nv; Dgl avec PWL[nV; ¢ cf. Eq. (2.35)
PWL[nv; Tgl avec PWL[n-Lv; Tg et PWL[N-1LV;¢@ cf Eq.(2.36)
Répéter pour chaque composante fréquentielle v,

Si PWL[nvV; ¢ >c¢, alors exécuter la FONCTION de REALLOCATION
Fin Répéter
Fin Répéter

FONCTION de REALLOCATION

Evaluer : (A, V) avec PWL[nv;¢@, PWL[nvV; Tg et PWL[nV; Dy
PWLR[hV; ¢ = PWLH "w;¢l+ PWL ,m; g

Figure 2.6 : Algorithme a stratégie récursive pout I'évaluation de la distribution pseudo Wigner-Ville lissée réatloute.
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Gainn

Demi-largeur M de la fenétre de lissage temporel h (L=64)

(b)

jon
c
‘©
O] =~
4+ LT M— -
*— . _ - _—— ————————————— -
1 Tl -
0 : ' I
g 6 32 64

Demi-largeur L de la fenétre de lissage fréguentiel g (M=32)

Figure 2.7 : Estimation du gain en temps de calcul lorsque l'approche récursive est
préférée a la méthode classique pour I'évalvation de la distribution psendo Wigner-V'ille lssée
réallouée. Différentes fenétres de lissage temporel h sont considérées : rectangulaire (@),
semi-sinusoidale (W), Hamming et Hanning (#). (a) La demi-largeur L de la fenétre de
lissage fréquentiel g est fixée a 64. (b) La demi-largeur M de la fenétre h est fixée a 32.
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2.5 Conclusion

Apres avoir effectué quelques rappels théoriques sur les représentations temps-fréquence
au chapitre précédent, nous avons traité les problemes pratiques liés a leur évaluation, en
mettant plus particuliecrement l'accent sur le potentiel des algorithme récursifs. Ainsi, nous
avons ¢établi des conditions nécessaires et suffisantes d'admissibilité de la fenétre d'analyse h et
de la fonction de paramétrisation @, afin que la transformée de Fourier a court terme et les
distributions de la classe de Cohen puissent se préter a ce type d'implémentation. Nous avons
alors présenté une extension de cette propriété aux distributions modifiées par la méthode de
réallocation. Enfin, l'efficacité de chacun des algorithmes récursifs proposés a été évaluée au
moyen de calculs de complexité, qui ont permis de démontrer clairement l'intérét que

présente cette approche.

Fort des résultats de ces deux premiers chapitres, il est désormais possible de représenter
les signaux non-stationnaires dans un espace mieux adapté: le plan temps-fréquence. Au
cours des chapitres qui suivent, nous aurons fréquemment recours a celui-ci afin d'illustrer
l'efficacité de la méthodologie proposée pour la synthese de détecteurs a structure imposée. A
cette occasion, nous insisterons sur les nouvelles perspectives qu'offre la classe de Cohen
pour la résolution de ce type de problémes, en nous appuyant sur des résultats de la théorie

de I'apprentissage.

50



2.6 Annexes du Chapitre 2

2.6.1 Récursivité et représentations non réallouées

additions téelles (Ag) ptoduits réels (Myg)
fenétre h classique récursif classique récursif
rectangulaire 6Nlog, N+4N 8N +2 4Nlog, N 6N
semi-sinusoidale 6Nlog, N+8N 20N +12 4Nlog, N+8N 16N + 16
Hamming-Hanning 6Nlog, N+8N 32N +16 4Nlog, N+8N 24N + 20

Tableau 1.2 : nombre d'opérations réelles mises en oeuvte, 4 chaque instant, pour le calcul de la transformée de
Fourier a court terme. La fenétre h d'analyse, rectangulaire, semi-sinusoidale, de Hamming ou Hanning, est

supposée de largeur 2N.

additions réelles (AR)

produits réels (Myg)

fenétre h classique récursif classique récursif
rectangulaire 3Llog, L+4(M+ 1L 3Llog, L+ 7L 2Llog, L+ 7L 2Llog, L+ 7L
semi-sinusoidale | 3Llog, L+4(2M + )L 6L log, L+22L 2Llog, L+(8M + 7)L 4Llog, L+25C

Hamming-Hanning

3Llog, L+4(2M + JL

9Llog, L+27L

2Llog, L+ (8M + 7)L 6Llog, L+27L

Tableau 1.3 : nombre d'opérations réelles mises en oeuvte, a chaque instant, pour le calcul de la distribution
pseudo Wigner-Ville lissée. Les demi-largeurs des fenétres h et g de lissage temporel et fréquentiel sont notées

respectivement M et L. La fenétre g est simplement supposée a valeurs complexes.
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2.6.2 Récursivité et représentations réallouées

additions téelles (Ag) ptoduits réels (Myg)
fenétre h classique récursif classique récursif
rectangulaire 6Nlog, N+4N 16N +2 4Nlog, N+6N 16N +2
semi-sinusoidale 9Nlog, N+9N 32N +16 6Nlog, N+16N 28N + 24
Hamming-Hanning|  9Nlog, N+9N 46N + 20 6Nlog, N+16N 36N + 30

Tableau 1.4 : nombre d'opérations réelles mises en oeuvre, a chaque instant, pour le calcul du spectrogramme
réalloué. La fenétre h d'analyse, rectangulaire, semi-sinusoidale, de Hamming ou Hanning, est supposée de

largeur 2N.
additions téelles (Ag) ptoduits réels (Myg)
fenétre h classique récursif classique récursif
rectangulaire 9Llog, L+ (12M + 1)L 9Llog, L+19L 6Llog, L + (8M +15)L 6Llog, L+19L

semi-sinusoidale

9Llog, L+ (16M +13L

18L log, L + 66L

6Llog, L+ (16M + 19L 12Llog, L+ 70L

Hamming-Hanning

9Llog, L+ (16M +13L

27Llog, L+ 81

6Llog, L+ (16M + 19L 18Llog, L+ 82L

Tableau 1.5 : nombre d'opérations réelles mises en oeuvre, a chaque instant, pour le calcul de la distribution
pseudo Wigner-Ville lissée réallouée. Les demi-largeurs des fenétres h et g de lissage temporel et fréquentel sont

notées respectivement M et L. La fenétre g est simplement supposée a valeurs complexes.
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Chapitre 3

Une méthodologie pour la synthése
de détecteurs a structure imposée

Illustrations dans le plan temps-fréquence

3.1 Introduction

Le probleme de la détection d'un signal noyé dans un bruit additif est classiquement défini

ar le test statistique d'hypothése suivant :
p q yp

[H,: X=B )
%41 :X=S+ B

ou X désigne l'observation, B le bruit additif et Sle signal a détecter, S et B étant supposés
indépendants. En pratique, le signal Speut étre parfaitement connu, connu a l'exception d'un
vecteur 6 de parameétres éventuellement aléatoires, ou encore aléatoire. A ce probleme, on
associe généralement une partition {.%,, 4, } de l'espace des observations &, ainsi qu'une

b

fonction booléenne d(X), appelée #est de détection, que 1'on définit par :

d(X) = 0 s.i X 04, (H,supposée vrai.e),
si X U.4; (H, supposée vraie).

En adoptant ce modele, la résolution du probleme (3.1) est alors équivalente a la recherche

d'une pattition de l'espace des observations, qui soit optimale au sens d'un critere défini a

partir des objectifs a atteindre.

Lorsqu'on dispose des densités de probabilité conditionnelles de l'obsetvation X,
l'application d'un critére de décision, tel que celui de Bayes, conduit a une expression du test
d'hypotheses (3.1) consistant a comparer une variable A(X), appelée statistique de détection, a un
seuil A,. Le partitionnement de l'espace & défini ci-dessus consiste alors a affecter les

réalisations X aux régions 4, et 4, selon la regle suivante :
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(b)

Figure 3.1 : Détection d'un signal aléatoite gaussien noyé dans un bruit blanc gaussien. Partition de
l'espace des téalisations patr (a) un défectenr a structure libre et (b) un détectenr a structure Lnéaire imposée
maximisant le critere de Fisher. Sur ces représentations figurent les courbes de niveau des lois de
vraisemblance conditionnelles, pondérées par les probabilités a priori.

&y = {x DL A(X) <A},
2, = {x DL N> A0}
Dans ce cas, on patle de détection a structure libre, la fonction de décision recherchée ne faisant
l'objet d'aucune contrainte d'ordre structurel, mais étant dictée par le choix d'un critere de

décision et la connaissance des lois de probabilité conditionnelles.

En revanche, lorsque la connaissance @ priori des hypothéses Hyp et Hi se limite, par
exemple, a des moments statistiques d'un certain ordre, les méthodes évoquées
précédemment s'avérent inopérantes. L'une des approches a laquelle on peut alors avoir
recours consiste a définir préalablement la nature de la statistique de détection, linéaire ou
quadratique le plus fréquemment, puis a en optimiser les parametres caractéristiques selon un
critere donné. Pour cette raison, cette approche est qualifiée de détection a structure imposée. A
titre d'exemple, la Figure 3.1 illustre les notions de détection a structure libre et imposée en
présentant les deux partitions {.%;, 4, } obtenues pour la résolution d'un méme probleme.
Dans ce chapitre, on se propose d'aborder successivement les questions propres au choix
d'une statistique de détection, d'un critere lié de préférence aux performances susceptibles

d'étre atteinte par le détecteur, et d'une procédure dédiée a 'optimisation de celui-ci.

Le chapitre 3 est organisé ainsi. Dans un premier temps, on présente bricvement la notion
de détecteur a structure libre, en exposant plusieurs regles de décision, apres avoir distingué le
cas des hypotheses simples et composées. La suite du chapitre est alors uniquement consacrée
a la définition d'une méthodologie pour 1'élaboration d'un détecteur a structure imposée.
L'efficacité de celui-ci est ensuite illustrée par la résolution de problemes de détection dans le

lan temps-fréquence. Le recours a des résultats de la théorie de l'apprentissage et de la
p p q g

56



reconnaissance des formes constitue, en plus de quelques contributions personnelles, 1'une

des originalités de ce travail.

3.2 Détection a structure libre

La détection a structure libre justifie son appellation par le fait qu'aucune contrainte ne
pese sur la structure de la fonction de décision recherchée. Celle-ci résulte uniquement du
choix d'un critére de décision, qui est conditionné a la fois par les objectifs a atteindre et les
informations dont on dispose. Cette liberté structurelle n'est en revanche possible que si on
connait les lois de probabilité du vecteur des observations X, conditionnellement aux

hypotheses :

Po(X) : densité de probabilité du vecteur aléatoire X conditionnellement a I'hypothese Ho,

pi(X) : densité de probabilité du vecteur aléatoire X conditionnellement a I'hypothese Hs.

Dans cette section, nous allons exposer les concepts généraux de la détection a structure
libre que 'on a jugés importants pour la suite du document. La présentation est néanmoins

loin d'étre exhaustive mais la littérature sur le sujet est abondante [Tre68], [Poo94], [Don95].

3.2.1 Hypothéses simples

On suppose dans un premier temps que H, et H, sont des hypotheses simples, ce qui signifie
qu'elles sont parfaitement précisées par une loi de vraisemblance conditionnelle unique. Les
différents criteres que l'on rencontre généralement pour l'élaboration d'un détecteur a

structure libre sont alors :

Le critere de Bayes

Ce premier critere sanctionne les décisions erronées et récompense celles qui sont

correctes. Ainsi, en associant le coat C

; ala décision en faveur de I'hypothese H, lorsque H,

est effective, ceci nous amene a supposer que :

COO < COl et Cll < ClO'

Le critere de Bayes consiste alors a minimiser le coit moyen d'une décision, qui est défini
pat :

Coen= Y CyP{d(X)=1i; Y=},

moyen =
i,]=0,1

ou Y=Y est un booléen désignant l'hypothese dont 'observation X =X constitue une

réalisation.
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Détecteud

Réalisation Statistique de détectign > i’ o dw=1

X o] AX) <

e d(x) =0

Figure 3.2 : Principe du détecteur a seuil.

On peut montrer que le test de détection reposant sur cette regle de décision équivaut a
comparer le quotient Ay (X) des lois de vraisemblance, appelé rapport de vraisemblance, a un
seuil [Tre68], [Sch91], [Poo94], [Don95] :

d(X)=1 _
/\rv(x) = pl(x) Z Po (Clo Coo) , (3'2)
Py (X) d(X)=0 P (Cu-C)

ou P estla probabilité @ priori de I'hypothese H; .

]

Ainsi, le choix de la régle de Bayes induit la structure du test de détection, celle du
détecteur a seuil présenté en Figure 3.2, a condition que les densités po(X) et pi(X) soient
connues de facon explicite, tout comme les couts et les probabilités a priori Py et Pi.
Généralement, trois cas particuliers du critere de Bayes, correspondant chacun a un choix

particulier de cotts, peuvent étre rencontrés :

a) Critére du maximum de probabilité a posteriori. 11 consiste a choisir les couts de fagon a ce
qu'ils vérifient :

Cio=Co=Cy~ Gy

Dans ce cas, I'hypothese retenue maximise la probabilité a posteriori, la regle de décision
définie par I'expression (3.2) se réécrivant ainsi :

d(x)=1
>
Pr(X) 2 RBr(X.
d(X)=0
b) Critere du minimum de probabilité d'errenr. Ce critere suggere d'attribuer un cout nul a une
décision correcte et un cott unitaire a une erreur. Le détecteur obtenu, que I'on note dg, .,

minimise la probabilité d'erreur P, :

gayes = argmin P, d) avec P,(d) =P{d( X) # ¥}.

Bayes

¢) Critére de type Minimax. Ce critére se substitue a celui de Bayes lorsque les probabilités &
priori des hypotheses sont inconnues. Elle implique la recherche de la probabilité P, la plus
défavorable pour le détecteur de Bayes, c'est a dire celle qui maximise le coit moyen

minimum.
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Le critére de Neyman-Pearson

Lorsque les cotts et les probabilités « priori sont inconnus, ce qui ne permet alors pas
d'appliquer les regles de décision décrites précédemment, on est amené a raisonner sur les
probabilités conditionnelles. La regle de Neyman-Pearson consiste précisément a maximiser
la probabilité de détection P, en ayant fixé au préalable la probabilité de fausse alarme P, a

un niveau donné, P, et P, étant respectivement définis par :

R(d)=P{d(X=1] Y=1,
P.(d)=P{d(X)=1] Y=0.
On peut montrer que la résolution de ce probleme d'optimisation avec contrainte d'inégalité

conduit a la solution suivante [Sch91], [Poo94], [Don95] :

d(X)=1
A= B9 >, (33)
po(x) d(X)=0

Dans ce cas, le seuil A; est fixé par la probabilité¢ P, , et peut étre calculé grace a I'expression :

Pe = [ R(AC)) A\,

ou P, (A(X)) désigne la loi de probabilité de A(X), conditionnellement a I'hypothese Ho.

En conclusion, les stratégies bayésienne et de Neyman-Pearson coincident: elles
conduisent toutes deux a la comparaison du rapport de vraisemblance a un seuil A;, seul ce

dernier dépendant de la régle de décision choisie.

3.2.2 Hypothé¢ses composées

Jusqu'a présent, nous avons supposé que les lois de vraisemblance conditionnelles étaient
parfaitement connues. Il est cependant fréquent que cela ne soit pas le cas et que l'on soit
tenu de prendre une décision sans connaitre explicitement un vecteur de parametres 0. Ceci
nous amene a distinguer trois types d'hypotheses, dites hypothéses composées : 6 aléatoire avec
pi(6) connues, 0 aléatoire avec pi(0) inconnues ou 6 déterministe inconnu. Pour chacun de ces

cas, des éléments de solutions vont étre présentés.

Paramétres aléatoires, lois connues

La regle de Bayes peut étre appliquée si les probabilités a priori P, les lois conditionnelles
Pi(X) et Pi(B) ainsi que les cotts C, (B) sont connus. Par probabilisation des hypotheses, on

obtient alofs :
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I[C01(9)_C11(9)] p( X|H) p(6) @ d(;):l
J-[Clo(e)_coo(e)] [oX X|9) O & d()f):o

Lorsque les cotts C; sont indépendants du vecteur de parameétres 6, on reconnait dans cette

(3.4

0|0

expression la structure du test de détection de Bayes présenté dans le cadre d'hypotheses

simples.

Parameétres aléatoires, lois inconnues

Les lois conditionnelles pi(0) sont rarement connues et il est alors impossible d'appliquer le
critere de Bayes. Du fait qu'il n'existe pas de solution analytique générale a ce probleme, on
détermine habituellement un type de loi susceptible d'étre suivie par le vecteur aléatoire ®. On
retient alors, pour parameétres caractéristiques de cette loi, ceux qui maximisent le cout moyen

minimum de Bayes. 1l s'agit par conséquent d'une approche de type Minimax.

Parameétres déterministes inconnus

Les parametres des lois de vraisemblance étant supposés déterministes inconnus, il est
alors impossible d'appliquer la régle de Bayes, le cout moyen ne pouvant étre évalué. Ceci
conduit généralement a adopter une démarche de type Neyman-Pearson, comme nous allons

le voir.

a) Hypothese simple contre hypothése composée. On suppose que Ho est une hypothese simple et
que Hi est une hypothese composée, py(X|6) dépendant d'un vecteur 6 de parametres
inconnus. Une démarche usuelle consiste a rechercher, s'il existe, le zest uniformément le plus
puissant. Celui-ci est optimal au sens de la régle de Neyman-Pearson, quel que soit 0 : sa
probabilité de détection est supérieure a celle de n'importe quel autre test, a probabilité de
fausse alarme fixée et indépendamment du vecteur de parametres inconnus. Lorsque ce
test n'existe pas, on peut estimer 6 par la méthode du maximum de vraisemblance, ce qui

nous conduit a la structure de détection suivante :

A(X) = T3 Py (X]8) 3%
P(X) oS

b) Hypothese  composée  contre  hypothése composée. Les conditions d'existence d'un test
uniformément le plus puissant sont extrémement restrictives lorsque Ho et Hy sont des
hypothéses composées [Sap90]. Pour cette raison, on a souvent recours a l'estimation des
parametres inconnus par la méthode du maximum de vraisemblance, sous chacune des
hypotheses. Le test de détection équivaut alors a comparer le quotient A (X), appelé

rapport de vraisemblance généralisé, a un seuil :
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d(X)=1

_ max, p, (X|8) “Y
max, p, (X]8) 5.

Le seuil de détection A, est généralement fixé par le choix de la probabilité de fausse

Ny (X) (3.5)

0

alarme. Notons enfin que ce détecteur ne requiert aucune connaissance a priori sur le
vecteur 6. Ceci justifie certainement l'intérét qui lui est porté, bien qu'il ne soit pas

nécessairement optimal.

L'objet de la prochaine section est d'illustrer les principes généraux qui viennent d'étre
exposés, par la résolution de deux problémes classiques de détection. Dans le second exemple
traité en particulier, on présente également une formulation temps-fréquence de la statistique
de détection afin de montrer que ce point de vue n'est pas dénué d'intérét. Pour ce faire, les
signaux considérés sont supposés continus, cadre de travail partagé par I'abondante littérature
traitant de la détection a structure libre dans le plan temps-fréquence [Fla88], [Lem95],
[Say95], [Say96a]. On ne doit cependant pas ignorer que cette hypothése nécessite le recours a
des outils mathématiques spécifiques, tels que la notion de densité dans un espace de
fonctions et autre théoréme de Radon Nikodym. Le lecteur intéressé par ce sujet est invité a

consulter la référence [Poo94].

3.2.3 Exemples de problémes de détection

Le probleme de détection considéré consiste a décider de la présence ou de l'absence d'un
signal snoyé dans un bruit B, en optant pour I'une des hypotheses suivantes :
[H, : X(t) = B(1) )
H X =40+ BY’

Le signal s a détecter durant l'intervalle d'observation T peut étre supposé déterministe ou

gT.

aléatoire, réel ou complexe.

Signal parfaitement connu

Le premier cas considéré suppose que le signal s est déterministe et parfaitement connu, et
que le bruit additif B est blanc, gaussien et centré. Dans ces circonstances, on peut montrer
que la statistique de détection optimale au sens du rapport de vraisemblance est définie par le

produit scalaire de X par s [Poo94] :
T

A(X) =J'X(t) s(9 dt. (3.6)
0

Historiquement, il a d'abord été établi que ce récepteur, appelé filtre adapté, constitue le

systtme linéaire maximisant le rapport signal sur bruit [Nor63], [Lem95]. Ce n'est

601



qu'ultérieurement que son optimalité au sens du rapport de vraisemblance a été démontrée
[Tre68]. Ceci constitue un cas intéressant ou le choix d'une regle de décision, telle que celle de
Bayes, conduit au méme résultat que l'optimisation d'un détecteur a structure imposée par
maximisation d'un critere de contraste, en l'occurrence le rapport signal sur bruit dans le cas

présent.

Signal a parameétres inconnus

Dans la majorité des problemes de détection rencontrés, la phase initiale du signal recu
reste cependant difficile a prédire. En conséquence, celle-ci est classiquement supposée
uniformément distribuée sur l'intervalle [O, 2r1], [Tre68], [Lem95]. Conditionnellement a

I'hypothéese H,, on note dans ce cas :

X(t) = s(t; @)+ B(), avec ;@) =9 €%, (3.7)

ou @, constitue l'unique parametre inconnu du probleme.

Moyennant certaines hypotheses sur les vitesses de modulation d'amplitude et de phase du
signal S, on peut montrer que le développement du rapport de vraisemblance conduit a une
statistique de détection équivalente a [Tre68], [Lem95] :

2
A(X) = , (3.8)

}'X(t) S (9 dt

qui correspond 2 la sortie d'un filtre adapté avec détectenr d'enveloppe quadratique. En appliquant la
relation de Moyal (1.22), il est remarquable que cette statistique de détection peut étre

reformulée ainsi, dans le domaine temps-fréquence :
/\(X)=£TJ' W, (tv) W(tv) dtad. (3.9)
t v

S'agissant d'un produit scalaire entre les représentations de Wigner-Ville de I'observation et du
signal a détecter, la structure de détection (3.9) est qualifiée de filtre adapté temps-fréquence, par

analogie avec le filtre adapté présenté précédemment.

Plus généralement, la correspondance dite de Weyl [Koz92], dont la relation de Moyal

constitue un cas particulier, associe a toute statistique de détection quadratique donnée par :

A(X) =H X(t) a(t, t) X (t) dtdt, (3.10)

la formulation temps-fréquence équivalente suivante :

AX) = [ W(tv) a(tv) dtd, (3.11)
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en définissant ay ainsi: ay (tV) = [ a@u%, t—%@e‘jz’” o (3.12)

En offrant de la sorte, a toute statistique de détection quadratique, une formulation en termes
de somme pondérée des composantes de la représentation de Wigner-Ville de I'observation,
l'analyse temps-fréquence permet une interprétation aisée de la configuration des détecteurs
concernés. Pour cette raison, la majorité des expérimentations présentées dans la suite de ce
document, qui visent 2 illustrer l'efficacité de la méthodologie proposée pour la synthese de

détecteurs a structure imposée, repose sur la statistique de détection (3.11).

Mais la n'est pas le seul avantage de cette approche. Certains auteurs ont également montré
que la formulation temps-fréquence (3.11) permet parfois de simplifier I'implémentation d'un
détecteur quadratique, notamment lorsque les localisations temporelle et fréquentielle du

signal a détecter sont inconnues [Lem95], [Say95], [Kr097].

3.3 Détection a structure imposée

Jusqu'a présent, les propriétés statistiques du signal et du bruit étaient parfaitement
connues. La structure du détecteur ne nécessitait pas d'étre préalablement fixée mais résultait
de l'application d'un critere de décision et de la connaissance de po(X) et pi(X). Cependant,
dans un grand nombre de situations (données météorologiques, électroencéphalogrammes,
etc.), on ne dispose pas du confort absolu que constitue la connaissance des lois de
probabilit¢ conditionnelles, ce qui rend impossible la détermination du rapport de
vraisemblance. L'objet de cette section est de présenter une méthodologie pour 1'élaboration
d'un test de détection offrant certaines garanties en termes de probabilité d'erreur, lorsqu'on
ne dispose que d'un ensemble de n réalisations étiquetées (x9,y®). Dans un tel contexte, la
démarche naturellement adoptée consiste a rechercher dans une classe de détecteurs
préalablement définie, une solution optimale au sens d'un critere ne dépendant que de ces

données. Cette approche est qualifiée de détection a structure imposée.

3.3.1 Présentation du probléeme

Soit <, un ensemble de n échantillons (x©,y®). On suppose que ces données sont des

réalisations de N couples aléatoires AR indépendants, identiquement distribués suivant la
loi P{(X;Y)} inconnue. Soit 2 une classe de tests de détection d: R" —» {0;1}, ou L est la

dimension du vecteur aléatoire X.
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Etant donné </, la synthese d'un détecteur optimal a structure imposée consiste a
rechercher dans un ensemble £ donné, un détecteur minimisant la probabilité d'erreur

conditionnelle suivante :
P.(d,) =P{d,(Xo/) % Y| o7} (3.13)

Dans cette expression, (X, <) désigne un détecteur de & déterminé sur la base des n
éléments (réalisations) de </p, au terme d'un processus que l'on nomme apprentissage. Le
probleme de la minimisation de Pe(dy) ne pouvant étre résolu puisque la loi P{(X;Y)} est
inconnue, on définit généralement un critere ¢(dn, ¥, dont 'écriture ne dépend que des
éléments de <y, et dont l'optimisation conduit a un test de détection offrant certaines
garanties en termes de probabilité d'erreur. A titre d'exemple, la probabilité d'errenr empirigue est

l'un de ces criteres qui posseédent les qualités requises :

Par( A /) = ié(d ()= ). (3.14)

A l'usage, 'optimisation de Pemps'avere cependant problématique. Ceci justifie les nombreuses
alternatives qui ont pu étre proposées [Dud73], [Dub90], [Dev906], les plus significatives

faisant l'objet de la section 3.3.3.

Soit Oayesle détecteur de Bayes obtenu par minimisation de la probabilité d'erreur lorsque
les lois de probabilité sous les hypothéses Ho et Hi sont parfaitement connues. Soit
OnopfX, <¢p) le détecteur optimal au sens d'un critere ¢(dn, <) donné. Comme l'illustre la
Figure 3.3, 'errenr de modélisation définie par l'expression (3.15) est représentative de l'efficacité
de dnopf X, ).

Emod(dn,opt) = Pe( dn opr) - P(.i dBayel’ (315)

que l'on peut réécrire ainsi :

Emod(dn,opt) = Pe( dn opt) - (Ijgz) E( d

Eestim Eapprox

+[inf B 4= R dd]. (3.16)

dio

La reformulation de la définition de Enogmet en évidence l'influence de deux sources d'erreur
de natures différentes : V'ervenr d'estimation et V'ervenr d'approximation. La premiere, notée Eesim
reflete conjointement la pertinence du critere ¢(dn, <¥/p) choisi et 'efficacité du processus
d'apprentissage qui lui est associé, étant donnés un ensemble de données </, et une famille

de tests de détection & . La seconde, notée Eqpprox ne dépend que du choix initial de &2 .
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détecteur choisi
Pe(dn,opt) e

détecteur de Bayes
b Pe(dBayeg

inf P(d) e
détecteur optimal de®

Figure 3.3 : Recherche d'un détecteur 0y opt dans une classe £ donnée par optimisation d'un
critere dont I'éctiture ne dépend que des n échantillons d'un ensemble d'apprentissage.

La minimisation de l'erreur de modélisation repose sur la recherche d'un compromis entre
ces deux termes antagonistes: l'augmentation du nombre de tests de £ conduit a un
accroissement de Eesim tandis que Egpprox décroit, et inversement. Pour se convaincre de
l'existence de ce compromis, qui a été formellement étudié par Vapnik et Chervonenkis dans
[Vap71] et qui sera abordé dans le Chapitre 4, supposons que & regroupe l'ensemble des
fonctions mesurables d: 2" - {0;1} et que c(d,<¥,) désigne la probabilit¢ d'erreur
empirique. Dans ces circonstances, et quelle que soit la loi P{(X;Y)}, on peut trouver un test
de détection dont la probabilité d'erreur empirique est nulle, et dont le résultat est quelconque
pour toute réalisation X=X n'appartenant pas a </, :

M) X = ) j=
dn(X,D/n)zg siX=x" i=1,...,n

ou 1de facon aléatoire, sinon.

Ce détecteur conduit ainsi a l'annulation de l'erreur d'approximation au détriment de 'erreur
d'estimation. On notera que le cas dual consistant a maximiser Egpprox €t 2 annuler Eegim peut

étre observé en restreignant £ a un test de détection unique.
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La suite de ce mémoire est consacrée aux problemes qui se posent lors de la conception

d'un détecteur a structure imposée, et que cette introduction a permis d'identifier :

1. Le choix de la classe £ autorisant une erreur d'approximation nulle, sans pour autant étre

dans le cas trivial présenté précédemment, est exposé en section 3.3.2.

2. La recherche de criteres c(d,<¥/;) pertinents et d'algorithmes d'apprentissage pour la

minimisation de l'erreur d'estimation fait l'objet de la section 3.3.3.

3. La recherche automatique d'un compromis entre l'erreur d'approximation et l'erreur

d'estimation est présentée au Chapitre 4.

Le recours a des résultats de la théorie de l'apprentissage et de la reconnaissance des formes
afin d'apporter des éléments de réponses a ces questions constitue, en plus de quelques

contributions personnelles, I'une des originalités de ce travail.
5 g

3.3.2 Construction de la classe de détecteurs &)

On distingue au moins deux types d'approches pour la résolution d'un probleme de
détection. La premicre concerne la détection dite a structure libre, pour laquelle I'expression
du test résulte de l'application d'un critere de détection et de la connaissance des lois de
probabilité de l'observation, conditionnellement aux hypotheses. La deuxieme, appelée
détection a structure imposée, suppose de définir préalablement une classe £ de tests de
détection, pour ne retenir que celui qui est optimal au sens d'un critere donné. L'objet de cette

section est de guider le lecteur dans son choix de 2.

a) Structures linéaires. Le test de détection le plus simple consiste a supposer que la statistique
A(X) est une fonction linéaire des composantes de I'observation :

L d(X)=1
/\(X)=Z a X[]1-A,=a" X-4, 2 O. (3.17)

<
d(X)=0

Ce type de détecteur présente I'avantage d'étre directement lié a la notion de filtrage, ce qui en
facilite I'interprétation. Cependant, il n'offre des solutions optimales que pour une classe
réduite de problémes. En particulier, lorsque Ho et Hy suivent des lois gaussiennes, il est
impératif que celles-ci aient les mémes propriétés statistiques d'ordre deux [Don95]. Si cette
hypothese est raisonnable dans le cadre de certaines applications, la détection dans certains

systemes de communication par exemple, celle-ci reste inappropriée dans la majorité des cas.

Afin de répondre de fagon satisfaisante a un plus grand nombre de problemes, on peut

envisager d'enrichir la classe £ en adjoignant au test de détection défini par l'expression
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(3.17) l'information relative aux produits croisés des composantes X[i] du vecteur X. On

obtient dans ce cas une famille de détecteurs reposant sur une statistique de détection

quadratique :
L L L d(;):l
AX)=Y a Xi+ B Y] X[i-A=a X+ X bX-A 0. (3.18)

Ces tests peuvent conduire en particulier a une situation d'optimalité au sens du critere de
Bayes lorsque les hypothéses Ho et H; suivent des lois gaussiennes de parametres distincts

[Don95], en supposant bien entendu que I'on puisse accéder a aet b.

Plus généralement, on peut démontrer que, moyennant certaines hypothéses sur po(X) et
p1(X), la statistique du détecteur de Bayes admet des décompositions de la méme nature que

celles qui viennent d'étre évoquées.

Proposition 3.1. [Dev96]. Soit p la loi de vraisemblance de la variable aléatoire X. Soit {z",
un ensemble orthonormé complet de fonctions bornées appartenant a %,(A), ou A désigne la
mesure de Lebesgue sur #". Si p appartient 2 %,(A), alors les densités conditionnelles
appartiennent également a % (A), et une forme équivalente AgayedX) de la statistique de

détection du détecteur de Bayes admet le développement suivant :

mmwosamxra—arx»=§a%%x, (.19

ou les coefficients & sont donnés par :

8= [27(8 Al ¥ dX

La convergence du développement (3.19) est a considérer en moyenne quadratique :

lim I@\Bayes(x) —i a, 2( 3@2 dx=0.

K= 400

Remarque. Parmi les ensembles {z"y, possédant les propriétés énoncées ci-dessus, on peut
recenser par exemple la base standard des fonctions trigonométriques, les polyndémes de

Legendre ou encore les bases de Laguerre et de Haar [Dev90].

Soit D la classe des détectenrs linéaires généralisés définie par :

d(x)=EbSiZ 3 2°(3<0 (3.20)
H sinon,

ot z"(X) est une fonction quelconque de la variable x.
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La Proposition 3.1 établit donc la convergence vers 0 de l'erreur d'approximation définie par
l'expression (3.16), lorsque K tend vers 'infini et que '{Z(i)}]_gi <k est un ensemble orthonormé
complet de fonctions bornées de %, (A) . Bien que séduisant, ce résultat nécessite cependant
une certaine connaissance a priori de la loi de vraisemblance de l'observation X, qui est
inconnue par hypothese. Ceci justifie le rejet provisoire de la classe des détecteurs linéaires
généralisés, les hypotheses requises par la Proposition 3.1 n'étant pas satisfaisante. Le résultat
présenté dans le prochain paragraphe est beaucoup plus intéressant puisqu'il concerne la
convergence de l'erreur de modélisation grice a un choix approprié de 'ensemble {2z},

sans qu'aucune hypothese ne soit faite sur po(X) et Pa(X).

b) Notions de consistance [Dev90). 11 est généralement impossible d'atteindre les performances du
détecteur de Bayes avec un détecteur a structure imposée déterminé a partir d'un ensemble
d'apprentissage de dimension finie n. Cependant, on peut espérer qu'il existe dans la classe
D , une suite {Unop(X, ¢n)}n>0 de détecteurs obtenus par optimisation d'un critere donné sur

</, telle que la probabilité d'erreur
P.(d, o) = F’{ dy o X/ ) 2 Y| c/}

puisse étre rendue arbitrairement proche de Pe(dayed en faisant tendre n vers l'infini. La

notion de consistance repose sur cette idée.

Définition 3.2. Une suite {0nop{X, ¥ n)}n>0 de détecteurs déterminés par optimisation d'un

critere donné sur &/, est dite consistante pour une loi P{(X;Y)} si:

lim E{P.(d,o,)} = lim P{d, o, X ) # ¥} = A dhyyd,

n- +oo

et fortement consistante si :

lim R.(d,,,) = P(dg,.) avec une probabilité égale a 1.

La propriété de consistance garantit que la probabilité d'erreur d'un détecteur, obtenu par
optimisation d'un critere sur une base d'apprentissage donnée de taille n, converge vers
Pe(dgayey lorsque n tend vers l'infini. La suite {dnop(X, ¢ n)}n>0 est dite fortement convergente
si cette propriété est vraie quelle que soit la réalisation de <¥/,,. On peut enfin distinguer le cas
ou la propriété de consistance n'est vérifiée que pour une loi de probabilité P{(X;Y)} donnée,
du cas ou elle reste vraie indépendamment de celle-ci. La définition suivante prend en compte

le caractere parfois universel de la consistance.

Définition 3.3. La suite {0y op{X, ¥n)}n>0 est dite universellement (fortement) consistante si

elle est (fortement) consistante pour toute loi P{(X; Y)}.
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Fort de ces définitions issues de la théorie de l'apprentissage, on peut désormais exposer le
résultat principal de cette section. Celui-ci émane d'une proposition plus générale, énoncée et

démontrée dans [Dev96], que I'on a adaptée au probleme qui motive cette section :

Proposition 3.4. (démonstration dans [Dev96]). La suite {0y opfX,<¢n)}n des détecteurs
linéaires généralisés résultant de la minimisation de l'erreur empirique sur <, est
universellement fortement consistante si :
K- +o et K/n- 0 lorsque n - +oo,
et si les fonctions 2V, 2?,..., 29, 2 ,..., &, désignent (en particulier) les polynémes
X4, X3,... X1 X1 XE .... On rappelle que X[j] correspond a la j*¢ composante du

vecteur aléatoire X.

Cette proposition donne ainsi une légitimité a une classe particuliecre des détecteurs
linéaires généralisés, a condition que la taille de la base d'apprentissage croisse plus vite que le
degré des polynomes. En conséquence, dans la suite de ce document et sauf indication

contraire, les tests de détection considérées seront de la forme :

d(Z):EDsi/\(Z)EaTZ—/\O<O (3.21)

sinon,

Z[1,...,4 4, 4 L+], ... désignant les polynomes X[1,..., X[U, X1 X2 ..., et a un

vecteur a composantes réelles.

En conclusion, en plus des garanties de performances que représente la consistance
universellement forte de cette classe, la détermination d'un détecteur est facilitée par le fait
qu'elle s'apparente a la recherche d'un discriminant linéaire dans I'espace des transformées Z.
Ce theme, qui fait l'objet d'une abondante littérature en reconnaissance des formes, est abordé

dans la prochaine section.

3.3.3 Choix et optimisation du critére c(d,o¢ )

a) Présentation du probleme. 1'étude menée précédemment a permis de caractériser une classe £
de détecteurs autorisant une erreur d'approximation nulle, en I'occurrence celle des structures
linéaires généralisées définies par la Proposition 3.4. Le probleme se posant désormais est
celui de la recherche d'un critere dont l'optimum correspond au minimum de l'erreur

d'estimation. On rappelle que Eegimest définie ainsi :

Eestim = Pe( d n op) - (Ijg; Fe’( @ > (322)
avec d, , =argminc(d ¥, ), ou argmaxc @ s, ) selon la nature de C. (3.23)
dio dO0o
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Il est démontré dans [Dev906] que la probabilité d'erreur empirique Pemp correspond au
critere € recherché. Ceci signifie que le test de &) le plus performant que l'on peut obtenir, a
partir de la seule connaissance d'un ensemble d'apprentissage <¥n, est celui qui minimise la
probabilité d'erreur empirique sur cet ensemble. Si ce résultat est intuitivement satisfaisant, on
peut néanmoins regretter que pour ce critere, il est impossible de résoudre I'équation (3.23) de
facon exacte. En effet, la recherche d'une dichotomie optimale de n points étiquetés de R*
est un probleme démontré NP difficile [Joh78], qui nécessite le recours a des méthodes de
résolution approchées. Dans ces circonstances, une démarche naturelle pour la détermination
d'un optimum local pourrait consister a utiliser une méthode d'optimisation classique.
Cependant, Pemp est une fonction constante par morceaux en raison de la nature
¢chantillonnée de </, ce qui rend l'opération de minimisation particulierement délicate. Afin
de pallier cette difficulté, de nombreux auteurs ont proposé de modifier quelque peu ce
critere, au moyen d'un lissage par exemple, afin de limiter le nombre de minima locaux
[Was72], [Dot75], [Fri76], [Wid88], [Sk179]. Dans [Dev96], il est toutefois fait état du caractere

parfois discutable des solutions obtenues.

b) Critéres de contraste. Une autre approche consiste a adopter un critere, dit de contraste, qui
quantifie le caractere discriminant d'une statistique de détection A(Z) pour un probleme
donné, a la maniere d'une mesure de distance entre les lois de probabilité po(A(2)) et pu(A(2)).
Ce principe est illustré par la Figure 3.4. Certains de ces criteres tels que les divergences de
Jeffreys et de Kullback-Leibler, l'affinit¢é de Bhattacharyya ou encore la distance de

Kolmogorov [Dev96], nécessitent la connaissance de po(Z) et pi(Z) [Dev96] En contrepartie,

42] & 42]

Déflexion = 3.2

Déflexion = 5.4

-

»
>

41] 41]

Figure 3.4 : Projection des éléments étiquetés {M ; O} d'une base d'apprentissage sur des droites de vecteurs
ditecteurs notés ay et a,. L'évaluation du critére de contraste que constitue la déflexion laisse apparaitre que la
statistique linéaire associée a & est plus discriminante pour le probleme posé que celle associée a ap.
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ils fournissent des informations de qualité sur les performances que l'on est en droit
d'attendre d'un détecteur, étant donné qu'ils sont étroitement liés a I'erreur de Bayes. D'autres
criteres se contentent en revanche d'une quantité d'information plus modeste, qui se limite
généralement aux moments conditionnels d'ordre un et deux de la statistique de détection
A(Z2). Dans ce cas, des arguments simples basés sur des considérations géométriques suffisent
bien souvent a justifier le bien-fondé de leur définition, que renforcent des propriétés
théoriques qui seront évoquées dans la suite de cette section. Ces critéres, qui nous intéressent
plus particuliecrement en raison du peu d'information a priori qu'ils requiérent, font l'objet
d'une abondante littérature. Pour cette raison, on ne citera dans ce travail que les plus connus,

laissant le soin au lecteur de consulter par exemple [Dud73], [Gar80], [Dub90] et [Dev96].

Soient n, et 07 l'espérance mathématique et la variance conditionnelles de la statistique
A(2). Le rapport signal sur bruit, 1a déflexion et le critere de Fisher, dont les appellations varient selon

les ouvrages, sont respectivement définis par :

_ 2
Crse(Tos/11:05,07 ) = M : (3.24)
00
_ 2
CDeerx(no !’71’0(2) 1012 ) = 2 % > (325)
_ 2
s (10,11,,07 ,07) = —— 1) (3.26)

R O'S +(1- P())O-f .
L'optimisation de ces criteéres peut étre interprétée comme la maximisation de la dispersion
interhypothese Aiyer effectuée conjointement avec la minimisation de la dispersion
intrahypothese Aiyra, €n supposant que 'on adopte les définitions suivantes :
Ainter = ('71 - r]o)2 >
Ay = P0; +(1-p) oy,

ou {p; 1-p} désigne une pondération donnée.

L'interprétation de Crsp Cpefiex €t Crisher $'avere par conséquent satisfaisante en termes de mesure
de contraste entre les hypotheses H, et H,, lorsque po(A(Z2)) et pi(A(Z)) sont unimodales
comme sur la Figure 3.5. Dans le cas contraire, les résultats obtenus peuvent préter a
discussion. On conseille dans ce cas d'augmenter le degré de la statistique de détection

polynomiale définie par I'équation (3.21).

Le résultat théorique suivant contribue 2 justifier l'intérét que présentent de tels critéres de
contraste ne dépendant que des moments d'ordre 1 et 2 de la statistique de détection A(Z),

lorsqu'on ne dispose pas de la connaissance de po(Z) et pu(2).
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Po(A@)

pl(A(Z)) Ainter:(nl_no)2

2.\ 2
Aimra_p 00+(1 P) o,

Figure 3.5 : Définition des dispersions intrahypothése et intethypothése. Principe d'un critére
de contraste ne dépendant que des moments d'ordre 1 et 2 de la statistique de détection.

Proposition 3.5. [Fuk90]. Le rapport de vraisemblance maximise tout critére de contraste C

ne dépendant que des moments d'ordre 1 et 2 de la statistique de détection.

Preuve. Soit d un test de détection défini par :

d(2) = ﬁsi A(Z)<0 (327

sinon.
On suppose que la statistique de détection A(Z) est optimale au sens d'un critere
c(M,M., S, § ) quelconque, tel que :
n=E{A@|H} =A@ p(3 dz
§ = E[A(D| H} =[N3 P} dz
Pour des raisons de commodité d'écriture, le moment § a été préféré a la variance o/. Le

résultat final n'en est pas pour autant affecté, ¢ demeurant une fonction de 1, et 07, a I'image

des différents criteres évoqués précédemment. En effet, on rappelle que :
— N2 2
§=n+o’.

Le calcul des variations de C, notées dC, en fonction de celles de A(Z), notées dA(2),

conduit a :
Jc Jdc Jc fJc
X=—0+—05 +——0n,+——90 3.28
o< S os s an, g, O 629
avece @
o, = [0A(2) R(3 dz (3.29)
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55 = [2A(38M\(3 W ¥ dz (3.30)

En utilisant les résultats (3.29) et (3.30), l'expression de 8C peut étre réécrite ainsi :

5= I@E"—Cpo(z) Sfpl(z)m/\(zw%;’%po

L'optimalité de A(Z) au sens de € implique que 3C est nul, indépendamment de dA(Z). Par

a(z)%/\(z) dz (331)
O

conséquent, le terme [.] est égal a 0, ce qui permet d'établir l'expression suivante apres

quelques calculs :

- Po(2) P.(2)
NZ)=B > +p3 . , (3.32)
‘ap(2+1-a)p(2d T ap(2+(1-a)p(2
ou:
_ 0c/og _ dc/loa; (3.33)
0c/0$+0dd$ dc/doi+dclda?’ '
__ . 900n, _ ac/on,
=— z—q 1T 3.34
Ay 20¢/0¢ 2dc/do?’ (5-34)
ac/on ac/on
=(q -1 L — (g =1 1 3.35
A=l )2(90/0§ ( )Zﬁc/dof (5-33)
La combinaison des résultats (3.32) et (3.27) conduit finalement a la regle de décision
suivante :
d(X)=1
Z) >
n(2 Aa, B, B, (3.36)
P(2)
(><) 0

qui consiste a comparer le rapport de vraisemblance a un seuil A(a,B,,B,), celui-ci
dépendant du critere de contraste € choisi. On notera que ce résultat ne révele rien sur le
moyen de déterminer la statistique A(Z), celle-ci étant supposée connue au début de la

démonstration. n

La Proposition 3.5 justifie donc pleinement l'usage des critéres de contraste ne dépendant
que des moments d'ordre 1 et 2 de la statistique A(Z), lorsqu'une pénurie relative
d'information sur les hypotheses H, et H, nécessite d'imposer la structure du détecteur.
Cependant, les détecteurs linéaires optimaux au sens de certains de ces criteres peuvent
parfois conduire a des résultats contestables, comme le montre la Figure 3.6. La méthode de
recherche du critére optimal étudiée dans la section suivante vise précisément a combler cette

lacune.
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(b)

Figure 3.6 : Détection d'un signal aléatoire gaussien, de probabilité a priori Py égale a 0.7, noyé dans un bruit
blanc gaussien. Partition de l'espace des réalisations par un détecteur a structure imposée maximisant (a) le
rapport signal sur bruit et (b) la déffexion. Sur ces représentations figurent les courbes de niveau des lois de
vraisemblance conditionnelles, pondérées par les probabilités a preori.

3.3.4 Optimisation d'un ensemble de critéres de contraste

L'étude qui vient d'étre menée a permis de démontrer théoriquement I'intérét que présente
la classe & des criteres de séparabilité ne dépendant que des moments d'ordre 1 et 2 de la
statistique de détection, pour la synthése de détecteurs linéaires généralisés. Le choix d'un
critere particulier n'en demeure pas moins un probleme crucial rarement abordé dans la
littérature, les solutions arbitrairement retenues étant souvent le rapport signal sur bruit ou la
déflexion. LLa méthodologie présentée dans cette section répond a cette attente en permettant
de déterminer le meilleur critere de of, c'est a dire celui pour lequel le détecteur a une
probabilité d'erreur minimale. Cette approche, relativement méconnue, a été initialement
proposée pour la recherche de discriminants linéaires en reconnaissance des formes [Fuk90].
Ce n'est que tres récemment qu'elle a été adaptée au probleme de la synthese de détecteurs a
structure imposée [Ric97b], [Ric97¢], et qu'elle a connu de nouveaux développements. Ces

derniers feront 'objet du Chapitre 4 [Ric98a], [Ric98b], [Ric99].

a) Recherche du critére optimal. Soit A(Z) une statistique linéaire généralisée définie par :

— AT
NZ)=a Z-v,
ou Z est un vecteur dépendant de l'observation X, dont les éléments sont a valeur dans %. Le
probléme de la synthese d'un détecteur a structure imposée, tel qu'il a été défini a la section
précédente, consiste a rechercher @ et v optimaux au sens d'un critere de contraste C ne

dépendant que des moments conditionnels suivants :
n =E{A@)|H]} = E{aTZ—v| H} =d m-v,
ot =var{A@)|H}=a'E{(z-m)(z- m"| H} & a5, 3
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avec m =E{Z| H}, et T, =E{(Z-m) (Z- m)| H}.

Dans ces circonstances, les dérivées de € par rapport a a et v doivent étre nulles, c'est a dire :

Odc _ dc doy  dc do,  dcdn,, dc dn, _
Hoa do} da do: da dn, da dn, da

3.37

Pc_ dc do?  dc dai, dcdn, dcan, _ (5:37)
Bv do? dv doi dv  dn, dv dn, dv
ou les dérivées partielles de 1, et 07 sont données par :

2 2
dizzzia ﬂ:m di:o ﬂ:—l (338)
Jda Jda av av
Ces résultats permettent de réécrire le systeme (3.37) ainsi :
L Odc dc _ O Ooc oc ., O

2ot —— 2. [A=—F— M, +— M,
é'z[ﬁag P dof Q @0, © 9n O (3.39)
ndc , dc _0
Bn, on,

En introduisant la deuxiéme équation du systeme (3.39) dans la premicre, et en notant que a
peut étre défini a un coefficient multiplicatif prées, on aboutit finalement au systeme linéaire

suivant :
[a%, +(1-a)Z,]a=(m-m), (3.40)
avece

_ dc/do?
a= :
dc/dal +dc/da?

Ce résultat est particulierement intéressant puisqu'il établit que le choix du critére de contraste

(3.41)

n'intervient dans l'expression de a que par l'intermédiaire d'un parametre @, qu'il est aisé
d'optimiser. A titre de remarque, on notera que ce dernier est comptis entre 0 et 1 si on limite
I'étude aux critéres de contraste dont les sens de variation par rapport 4 0; et 07 sont
identiques (9¢/d0? et dc¢/do? de méme signe), propriété par ailleurs légitimement
souhaitable. Quant au terme constant v, on peut montrer qu'il dépend explicitement de € pat
le biais de la deuxieme équation du systeme (3.39). Ceci ne constitue cependant pas un
obstacle pour la procédure d'optimisation a laquelle il vient d'étre fait allusion, I'influence de v
¢tant annulée par le choix du seuil de détection. Etant donné «, ce dernier est en effet

déterminé de sorte que la probabilité d'erreur Pe(d,) du détecteur d, suivant soit minimale :

[0 si ag Z— Ay, <0

sinon,

d, (2) =

ou a, est solution du systeme (3.40) et Ay, le seuil 2 déterminer.

75



Dans le cadre de cette méthode, dite du critére optimal, la synthése d'un détecteur repose
ainsi sur l'optimisation conjointe du parametre a et du seuil A,,, afin de minimiser la
probabilité d'erreur Pe,. En conclusion, cette méthodologie conduit au détecteur linéaire
généralisé optimal au sens du meilleure critere de contraste de of, sans qu'il soit nécessaire

d'exhiber celui-ci. L'algorithme correspondant est présenté en Figure 3.7.

En pratique, la probabilité d'erreur Pe ne peut étre évaluée. On doit alors disposer d'une
estimation, que peut fournir par exemple l'erreur empirique Pemp sur I'ensemble
d'apprentissage <, D'autres procédutres sont cependant préférables, parmi lesquelles on
recense les méthodes de bootstrap ou encore de validation croisée [Fuk90], [Dev96]. Dans
ces circonstances, et conformément aux notations qui ont été utilisées jusqu'a présent, on

pose alors :

d,,, =argmin Ise( d,,o¥), ou I:A’e désigne une estimation de la probabilité d'erreur Pe.

Osas1

n,opt

b) Quelques caractéristiques. Le détecteur obtenu par la méthode du critére optimal est au moins

aussi performant que ceux résultant de la maximisation du rapport signal sur bruit, de la

Déclaration des variables

base d'apprentissage de n éléments

estimation de I'espérance de Zsous H;

estimation de la matrice de variance covariance de Zsous H;

estimation de la probabilité d'erreur

R v M3
X

variable comprise entre O et 1
Aa incrément associé a la variable a

Procédure itérative de recherche de a

Initialisation
Estimer M et ﬁi a partir des réalisations de (S
Initialisation de a ao

Répéter tant que a <1,
Résoudre (a2, +(1-a)%,) a, = (- M)
Déterminer le seuil Ao Pour lequel FA’e passe par un minimum noté P.
Mise a jour de a: a - a+ha

Fin Répéter

Sélectionner (a,;A,,) minimisant FA’M

Figure 3.7 : Algorithme pout la détermination d'un détectenr linéaire généralisé a partir d'une base d'apprentissage.
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(a) (b)
20 RSB

10t

déflexion

optimum

0 0.5 0.7 1
Parameétre a

Pourcentage d’erreur estimé

Fisher

Figure 3.8 : Détection d'un signal aléatoire gaussien, de probabilité z priori Py égale a 0.7, noyé dans un bruit
blanc gaussien. (a) La méthode du critere optimal, qui consiste a rechercher le parametre o minimisant la
ptrobabilité d'erreur, conduit a un détecteur plus performant que ceux résultant de la maximisation des critéres
classiques. (b) La partition de I'espace des téalisations réalisée par le détecteur optimal s'avere plus satisfaisante
que celles présentées en Figure 3.6.

déflexion ou encore du critere de Fisher. Ces propos sont illustrés par la Figure 3.8. En effet,
Crsi Ceflex €t Crisher ¢tant des éléments de o, il leur correspond a chacun une valeur patticuliere
du parametre a. Ainsi, en appliquant la relation (3.41) a la définition (3.24) du rapport signal

sur bruit par exemple, on retrouve le résultat bien connu suivant :
Qs =25 (M, = M,) car O =1, en supposant X, inversible.
De fagon analogue, on peut établir respectivement pour la déflexion et le critere de Fisher :

a'Defle>< =2 (ZO + Zl)_l ( Ml - MO) , car aDeﬂex =05.

= (R) zO+ Pl z1)_1( Ml - MO) > PUiSque aFisher = P

a »

Fisher
Ceci démontre donc clairement que les détecteurs obtenus par maximisation du rapport signal
sur bruit, de la déflexion ou encore du critere de Fisher présentent a priori moins de garanties

en termes de performances que celui résultant de la méthode du critere optimal.

L'objet de la prochaine section est d'illustrer la méthode qui vient d'étre présentée en
résolvant plusieurs problemes de détection a structure imposée dans le plan temps-fréquence.
Ce dernier constitue en effet un espace de représentation privilégié, qui nous permettra de

porter un jugement qualitatif sur la configuration des structures de détection obtenues.
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3.3.5 Expérimentations dans le plan temps-fréquence

La synthese de détecteurs par maximisation d'un critére de contraste sur un ensemble
d'apprentissage est une approche relativement récente dans le domaine de I'analyse temps-
fréquence [Jon95b]. Si on écarte les solutions reposant sur l'extraction d'attributs des
représentations (position d'un pic, encombrement temps-fréquence d'une composante, etc.),
la majorité des travaux rencontrés concerne des détecteurs linéaires opérant sur la
représentation de Wigner-Ville du signal observé [Jon95b], [Say96b], [Sam96], [Ric97b],
[Ric97c], [Ric98d]. En général, cette démarche est motivée par le désir de préserver toute
possibilité d'aboutir a un test optimal, lorsque la solution du probleme rencontré fait appel a
une statistique de détection quadratique [Pic88]. Pour cette raison, on va s'intéresser dans un
premier temps a l'ensemble des regles de décision définies par l'expression (3.42), afin
d'llustrer la méthode du critere optimal.
[0 si (@)W, —-A,<0

sinon,

d(X) = (3.42)

ou a; et A, doivent étre déterminés a partir d'un ensemble de réalisations des hypotheses en
compétition. W, désigne la représentation de Wigner-Ville de l'observation X, écrite sous

forme vectorielle.

a) Premiere expérimentation. Le premier probleme considéré concerne la détection d'un signal
aléatoire S noyé dans un bruit blanc, gaussien, centré et identiquement distribué sous les

hypotheses Ho et Hy :

Ho: X =5 (3.43)
%—Il :X=S+ B

o (K= kexp(-045K) sin05kT+© ) k{1 ..,16, © étant une variable aléatoire
uniformément distribuée sur l'intervalle [Q, 271]. La variance de B est fixée de sorte que le
rapport signal sur bruit soit égal a -3 dB. Dans ces circonstances, il est établi en Section 3.2.3
que le test de détection optimal est obtenu pour a.. =W, ou Wy désigne la représentation de
Wigner-Ville du signal a détecter. On rappelle que cette structure est appelée filtre adapté temps-

[fréquence.

Afin de caractériser 'efficacité de la méthode du critere optimal pour ce type de scénario,
l'apprentissage du détecteur (3.42) a été effectué sur un ensemble de 20000 réalisations de
chacune des hypothéses Ho et Hi, préalablement transformées en signaux analytiques. 1l
apparait sur la Figure 3.9 que la référence temps-fréquence &, obtenue est semblable a la

représentation de Wigner-Ville du signal § ce qui est conforme au résultat théorique rappelé
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ci-dessus. La Figure 3.10 présente quant a elle les courbes COR de cette structure de
détection et du filtre adapté temps-fréquence, ce dernier fournissant une borne supérieure en
termes de performances atteignables. L.a concordance de ces caractéristiques confirme le
jugement qualitatif que l'on a porté sur la référence &, et illustre l'efficacité de la méthode

du critere optimal pour traiter le probléme de détection considéré.

@ (b)

fréquence temps fréquence temps

Figure 3.9 : Détection d'un signal a phase initiale aléatoire noyé dans un bruit blanc, gaussien et centré.
(a) Représentation de Wigner-Ville du signal a détecter. (b) Configuration du détecteur linéaire opérant dans le
plan temps-fréquence. Ce dernier a été obtenu par la méthode du critere optimal a partir de 20000 réalisations
de chacune des hypotheses Hg et Hj.
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Figure 3.10 : Détection d'un signal a phase initiale aléatoire noyé dans un bruit blanc gaussien. (a) Courbe COR
du filtre adapté opérant dans le plan temps-fréquence. (b) Courbe COR du détecteur linéaire opérant dans le
plan temps-fréquence, obtenu par la méthode du critére optimal. Un ensemble de 4000 réalisations de chacune
des hypothéses Hp et Hj, indépendantes des données d'apprentissage, a été utilisé pour estimer les
performances de cette structure.
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b) Denxieme expérimentation. Le second probléeme étudié est celui de la détection d'un signal
déterministe S noyé dans un bruit blanc, gaussien et centré, dont la variance dépend de
I'hypothese Ho ou Hy considérée :

H,: X=y.B (3.44)

- X=s+B

o y est un réel donné et (k)= kexp(-045k)sin(05kt), k{1, ...,1§. Comme pour
l'expérimentation précédente, la variance de B est fixée de sorte que le rapport signal sur bruit
soit égal a -3 dB. L'écriture du rapport de vraisemblance pour le probleme (3.44) conduit a
l'expression suivante de la statistique de détection [Poo94] :

1-y?

2

A(X) = XX+ d X, (3.45)

qui doit étre compatrée a un seuil A, pour la prise de décision. Afin de faciliter l'analyse
ultérieure de la statistique obtenue par la méthode du critere optimal, on choisit d'ores et déja
d'adopter une formulation temps-fréquence pout le terme quadratique de 'expression (3.45).
En adoptant une écriture vectorielle pour la représentation de Wigner-Ville d'un signal X

composé de L échantillons, on peut montrer que :

1e 2
n Zl W, [K = || XI , (3.406)
ce qui conduit a :
_1_y2 12 L
A(X) = 2Ly ZIWx[k]“f; $k Xk (3.47)

La statistique de détection définie par I'expression (3.45) peut ainsi étre réécrite sous la forme
A(X)=(a)" W, +(g)" X. Dans ce cas, les éléments de la composante temps-fréquence
a;; de A(X) sont identiquement égaux a (1-y?)/2Ly?, la composante temporelle a;

correspondant quant a elle au signal Sa détecter.

La méthode du critere optimal a été mise en oeuvre pour l'optimisation du test de
détection suivant :
s oA AT AT
[0 si (aTF) V\& +(aT) X—/\0<O

sinon,

d(X) = (3.48)

a partir d'un ensemble d'apprentissage de 20000 réalisations de chacune des hypothéses du
probleme (3.44), y étant fixé a 4. Les références temporelle &, et temps-fréquence &
résultant de la procédure d'apprentissage sont proposées en Figure 3.11. On note que celles-ci

présentent une bonne adéquation avec a, et a,.. La comparaison des courbes COR
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représentées dans la Figure 3.12 confirme cette analyse et illustre une fois de plus l'efficacité

de la méthode du critere optimal.

(a) (b)
1r L
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©
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Figure 3.11 : Détection d'un signal déterministe noyé dans un bruit blanc, gaussien et centré, dont la vatiance
dépend de lI'hypothése Hp ou H; considérée. (a) Comparaison du signal a détecter (trait continu) et de la
composante temporelle a; du détecteur obtenu par la méthode du critére optimal (trait discontinu).
(b) Configuration de la composante temps-fréquence a;. de ce méme détecteur. Ces résultats ont été obtenus 2
partir d'un ensemble de 20000 réalisations de chacune des hypotheses Hg et Hj.
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Figure 3.12 : Détection d'un signal déterministe noyé dans un bruit blanc, gaussien et centré, dont la vatiance
dépend de T'hypothése Hp ou H; considérée. (a) Coutbe COR du détecteur optimal au sens du rapport de
vraisemblance. (b) Courbe COR du détecteur obtenu par la méthode du critére optimal. Un ensemble de 4000
réalisations de chacune des hypothéses Hg et Hj, indépendantes des données d'apprentissage, a été utilisé pour
estimer les performances de cette structure.
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3.3.6 Conclusion

Pour la résolution d'un probleme de détection, deux approches au moins peuvent étre
recensées. La premicre concerne la détection a structure libre, pour laquelle I'expression du
test de détection résulte de l'application d'un critere de décision et de la connaissance des lois
de probabilité¢ de I'observation. La deuxieme, appelée détection a structure imposée, nécessite
de définir préalablement une classe & de tests de détection, avant de rechercher celui qui est

optimal au sens d'un critere donné.

Le Chapitre 3 a été principalement consacré a la définition d'une méthodologie pour
I'élaboration de détecteurs a structure imposée. En particulier, on a montré que deux
arguments au moins plaident pour un choix en faveur de la classe £ des détecteurs
polynomiaux définis par la Proposition 3.4. Le premier est fondé sur les garanties de
performance que représente la consistance universellement forte de cette classe. Le second,
plus pratique, repose sur la constatation que la recherche d'un détecteur au sein de cette classe
est équivalente a l'optimisation d'un discriminant linéaire, théme faisant l'objet d'une
abondante littérature en reconnaissance des formes. Pourtant, aprés avoir démontré
théoriquement l'intérét que présente, pour la synthese d'un détecteur linéaire généralisé, la
classe & des criteres de séparabilité ne dépendant que des moments d'ordre un et deux de la
statistique de détection, certaines constations expérimentales ont montré que le choix de 1'un
d'eux en particulier demeure crucial. La méthode d'apprentissage présentée dans le cadre de
ce chapitre a permis de répondre a cette attente, en conduisant a la détermination du meilleur
critere de f pour le probleme traité, c'est a dire celui pour lequel le détecteur obtenu a une
probabilité d'erreur minimale. Les résultats expérimentaux proposés confirment par ailleurs
les qualités de la méthodologie, lorsque la taille de I'ensemble d'apprentissage est importante
par rapport au degré de la statistique de détection. L'objet du prochain chapitre est de
proposer une méthodologie permettant d'ajuster automatiquement ce dernier parametre en

fonction du probléeme posé, afin d'obtenir les meilleures performances possibles.
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Chapitre 4

Optimisation de la complexité
des détecteurs a structure imposée

Applications au plan temps-fréquence

La Proposition 3.4 du chapitre précédent établit la consistance universellement forte de la

suite { Oh,opf X, 1)} n>0 des détecteurs linéaires généralisés d(X) définis par

KI’\
. i)
d(x)zg)51ng(()()<0 @.1)
sinon,
lorsqu'ils sont optimaux au sens de la probabilité d'erreur empirique sur </, {z"(X)}
désignant une classe particuliere de polynomes. Ce résultat n'est cependant valide que si la

croissance de K, est maitrisée par rapport a celle du nombre de données d'apprentissage N :

lim K,/n=0.

N 400
Hormis cette premiere contrainte portant sur Ky, la question du choix de ce parameétre n'a pas
encore été abordée dans le présent document, lorsque n est fixé. L'analogie de ce probleme
d'apprentissage avec celui de la modélisation laisse cependant présager que la sélection de
l'ordre du modele (4.1) repose sur la recherche d'un compromis. En effet, on constate
expérimentalement que l'obtention d'une solution performante en termes de probabilité
d'erreur nécessite 'adaptation de l'ordre K, que l'on nommera complexité, au nombre de
données de l'ensemble d'apprentissage </, Ainsi, comme l'indique la Figure 4.1, les
récepteurs dotés d'un nombre trop important de degrés de liberté ont généralement un faible
pouvoir de généralisation. Dans le cas contraire, il leur est souvent impossible d'intégrer la
totalité de l'information statistique présente dans <¥,. Entre ces extrémes, il existe une
complexité optimale K, op, dépendant en particulier de n, pour laquelle la probabilité d'erreur
est minimale. L'objectif de ce chapitre est de fournir des outils au lecteur afin qu'il soit en

mesure d'approcher cette situation d'optimalité.
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Figure 4.1 : Evolution de Pemp et d'une estimation de P obtenue par une procédure de type leave-one-out,
en fonction de la complexité d'un détecteur linéaire. Dans le cas présent, cette complexité cotrespond au
nombre de termes de la décomposition de Karhunen-Loéve des signaux EEG qui ont été utilisés pour
effectuer l'apprentissage d'un détecteur linéaire.

Le Chapitre 4 est organisé ainsi. Tout d'abord, on s'interroge sur les relations qui lient la
probabilité d'erreur empirique Pemp et la probabilité d'erreur Pe, et qui conditionnent les
performances que peut atteindre un détecteur établi a partir de <¥/,,. On est ainsi amené a
rechercher une condition suffisante de convergence uniforme en probabilité de Pemp vers Pe
lorsque N tend vers I'infini. Une contribution essentielle a la résolution de ce probleme, que
'on doit a Vapnik et Chervonenkis [Vap71], permet de déduire un principe trés connu en
théorie de I'apprentissage, dit Structural Risk Minimization Principle, qui peut guider efficacement
l'expérimentateur dans sa quéte de la complexité optimale Kpope Apres une breve présentation
de ce concept, celui-ci est mis en ceuvre par le biais de procédures d'optimisation diverses et
originales [Ric98a], [Ric98b], [Ric99], que l'on illustre a chaque fois par la résolution de
problemes de détection dans le plan temps-fréquence. Ces applications nécessitent en effet
l'usage de telles techniques, les détecteurs obtenus a partir d'un ensemble d'apprentissage
souffrant souvent d'un biais important en raison de la grande dimension de l'espace des
réalisations 4. Finalement, on est amené, aprés certaines constatations expérimentales
surprenantes, a se pencher sur la dimension effective de l'espace engendré par la distribution
de Wigner-Ville discrete [Ric98c].

Hormis les éléments de la théorie de l'apprentissage faisant l'objet de la section 4.1, que
l'on doit a Vapnik et Chervonenkis et qui sont repris dans de nombreux d'ouvrages [Vap82],
[Dev96], [Gas97], les résultats présentés dans ce chapitre constituent en grande majorité des

contributions originales.
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4.1 Recherche d'une complexité optimale
4.1.1 Convergence de la probabilité d'erreur empirique

Le détecteur Ohopt de la classe £ minimisant la probabilité d'erreur empirique sur
I'ensemble d'apprentissage </, offre de meilleures garanties de performances que toute
solution satisfaisant un autre critere de sélection, comme cela a été évoqué a la section 3.3.3.
Dans l'expérimentation illustrée par la Figure 4.2, il est cependant manifeste que la
minimisation de Pemp n'a de sens que lorsque l'ensemble d'apprentissage atteint une taille
critique, pour une complexité donnée du détecteur. Il convient donc de s'assurer maintenant
de la convergence de Pemp vers Pe, quelle que soit 1a loi P{(X;Y)}. Si celle-ci est établie, la
vitesse a laquelle elle s'effectue livrera certainement des informations précieuses sur la

démarche a suivre pour déterminer Kp ope

Plusieurs types de convergence peuvent étre souhaités, parmi lesquels on recense la

convergence faible en probabilité :

lim P{R(d,,,) = Ponf )| 2 £} =0. 4.2)
Celle-ci signifie que la probabilité d'avoir un écart important entre Pempet Pe décroit lorsque le
nombre de données d'apprentissage augmente. Des contraintes beaucoup plus fortes peuvent
étre cependant envisagées. On peut ainsi souhaiter que I'écart entre Pemp et Pe puisse étre

rendu arbitrairement faible, simultanément pour tous les tests de la classe &£ . La convergence

uniforme en probabilité traduit cette propriété :
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Figure 4.2 : Evolution de Peppen fonction de la taille n de T'ensemble d'apprentissage, pour un détecteur
linéaire de complexité fixée. La probabilité P, est estimée au moyen d'une procédure de leave-one-out.
Comme pour la Figure 4.1, les signaux utilisés sont de nature EEG.
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lim P{max
d0o

n- +o

B(d)~ Roy(dior,) 2 e} =0, 43)

Une condition suffisante, qui est longtemps restée en vigueur, pour que la relation (4.3)
soit satisfaite est que 2 soit de cardinal fini [Dev90]. 1l s'agit néanmoins d'une exigence tres
restrictive que ne vérifie pas, par exemple, la famille des structures de détection linéaires
généralisées. 11 a fallu attendre les travaux de Vapnik et Chervonenkis pour que ce résultat soit
¢tendu a certaines classes de cardinalité infinie [Vap71]. Ces auteurs ont en effet démontré
une inégalité fondamentale pour la théorie de 'apprentissage, dont la forme actuelle est la

suivante [Gas97] :
P{ r;nug)x| P.d)- P (dsv, )2 s} <4n, (2n) e™ . (4.4)
I1,,, qui désigne la fonction de croissance de la classe £, est définie ainsi :

Oen”
n,(m)< H/—QE lorsque N2V, 4.5)

ou V,, est un paramctre a valeur entiere, dit dimension de 1 apnik-Chervonenkis ou encore 1/C-
dimension de D , caractérisant la capacité d'apprentissage des détecteurs de cette classe. L'inégalité
(4.4) établit par conséquent la convergence uniforme de la probabilité d'erreur empirique
lorsque la VC-dimension de £ est finie. Inversement, on peut montrer que cette condition
est nécessaire : il existe en effet certaines lois P{(X; Y)} pour lesquelles la propriété (4.3) n'est
pas satisfaite lorsque V,, est infinie [Ehr88]. L'objet de la prochaine section est de donner une
définition de la dimension de Vapnik-Chervonenkis d'une classe donnée de tests de détection,

et de montrer en particulier qu'elle est finie lorsqu'il s'agit des détecteurs linéaires généralisés.

4.1.2 Dimension de Vapnik-Chervonenkis

Dans le contexte de la détection a structure imposée, la dimension de Vapnik-
Chervonenkis caractérise la capacité d'apprentissage des tests de détection d'une classe £
donnée. Comme l'indique la définition suivante, celle-ci représente en effet le nombre
maximum de données d'apprentissage que les détecteurs de £ peuvent apprendre sans

erreur, quel que soit leur étiquetage.

Définition 4.1. La dimension de Vapnik-Chervonenkis d'une classe £ donnée, notée V,,, est
définie par le plus grand nombre d'éléments de I'espace des réalisations &~ dont les détecteurs

de @ peuvent réaliser toutes les dichotomies.
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Figure 4.3 : Détermination de la dimension de Vapnik-Chervonenkis de la classe © des discriminants
linéaires de R Tl est manifeste sur (a) que les discriminants de & peuvent réaliser toutes les
dichotomies de 2 points. Sut I'exemple (b) ou figurent 3 points, il est en revanche impossible d'obtenir
les regroupements suivants : {1,3} et {2}. Dans &, la VC-dimension de 2 est donc égale 2 2. En
considérant les figures (c) et (d), on établit de méme que la VC-dimension de la classe des discriminants
linéaires de R 2 est égale a 3. Sur l'exemple (d), il est en effet impossible d'obtenir les regroupements
{1,4} et {2,3}.

La Figure 4.3 permet d'établir que la VC-dimension de la classe des détecteurs linéaires de
R (resp. R?) est égale a 2 (resp. 3). Ce résultat peut étre aisément étendu a R ", pour lequel
on montre que: V,=L+1 D'apres [Gas97], limportance d'un tel parameétre pour
l'apprentissage a été initialement pressentie par Cover dans le cadre des discriminants linéaires
[Cov65], bien avant d'étre formalisé par Vapnik et Chervonenkis. Celui-ci a en effet observé
qu'un discriminant linéaire doté d'un nombre de degtés de liberté du méme ordre que la taille
n de l'ensemble d'apprentissage présente généralement de pietres performances, celui-ci ne
reflétant pas nécessairement la structure des données. Par le biais de l'inégalité (4.4), la
dimension de Vapnik-Chervonenkis est ainsi un parametre fondamental caractérisant
l'adéquation entre la complexité d'un détecteur et la taille de I'ensemble d'apprentissage. Son
évaluation reste néanmoins délicate lorsqu'on sort du cadre des détecteurs linéaires

généralisés, et I'on doit alors avoir recouts a des méthodes d'approximation [Bot97].

La section suivante fournit un principe basé sur l'inégalité (4.4) pour le choix de la

complexité d'un détecteur, a condition de disposer d'un procédé pour contréler celle-ci.
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4.1.3 Le principe Structural Risk Minimization (SRM)

L'inégalité de Vapnik-Chervonenkis fournit un intervalle de confiance liant la probabilité
d'erreur Pe et la probabilité d'erreur empirique Pemp pour tout détecteur d'une classe &£
donnée. D'apres l'expression (4.4), la relation suivante est en effet satisfaite avec une

probabilité 1-¢ :

P(d)-PR (d<¥)< Hn V&), 0 do, (4.6)
avec E(n,V,,, €)= Vo D|.+| DZS% El %@

Ce résultat indique que la minimisation de l'erreur empirique s'avere satisfaisante lorsque le
rapport n /V,, est significatif, E étant alors voisin de zéro. Dans le cas contraire, il convient
de trouver un compromis entre les termes antagonistes Pemp et E. L'augmentation de la
capacité d'apprentissage d'une classe de détecteurs entraine en effet la décroissance de Pempet
la croissance de E. Inversement, un appauvrissement de £ permet de diminuer la largeur de

l'intervalle de confiance E aux dépens de la probabilité d'erreur empirique Pemp

Afin de trouver un compromis satisfaisant, le principe SRM préconise la construction, au
sein de la classe 2, d'une séquence de sous-ensembles imbriqués 2 de VC-dimension

strictement croissante [Dev96] :
PV D9 0.0200..09,avec VY <V <. <V <<\, 4.7
La phase d'apprentissage est alors réalisée en deux étapes :

1. Recherche du détecteur minimisant la probabilité d'erreur empirique, dans chaque sous-
ensemble 2 © :

d(r)

n,opt

=argminP,
doo®

dsv,). (4.8)

emp

2. Sélection du détecteur présentant l'errenr garantie Egq, la plus favorable :

Gnop = argmink @ope <, NV £, (4.9)

avec : (d <+, V,,€)= R (dos)+ E(n Y, ,&), définie d'apres I'expression (4.6).

gar

gar

Bien que séduisant, ce principe pose néanmoins quelques problémes pratiques lors de sa
mise en oeuvre. En particulier, celui-ci nécessite la connaissance de la VC-dimension de 2
alors que ce parameétre ne peut ¢tre évalué analytiquement que dans les cas les plus simples.
Les détecteurs linéaires généralisés faisant parti de cette exception, cette premiere limitation
s'avere donc sans conséquence dans le cadre de ce travail. En revanche, la borne supérieure

définie par l'erreur garantic est généralement surestimée et le calcul d'un intervalle de
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confiance plus étroit pose de réelles difficultés. Afin de pallier ceci, on préconise
généralement l'usage de données indépendantes de </ afin de sélectionner dy oy sur la base
d'une estimation de la probabilité d'erreur, plutdt que d'adopter la relation (4.9). On parle

alors de principe SRM pris au sens large.

4.2 Principe SRM et détection temps-fréquence

L'application du principe SRM suppose que l'on soit en mesure de construire une
séquence (4.7) pour la classe de détecteurs & choisie, théeme que nous n'avons pas encore
abordé. Afin de combler cette lacune, nous présentons maintenant trois stratégies permettant
de faire varier la VC-dimension des détecteurs linéaires généralisés, définis par :

d(2) = [0 si./\(Z) =a' Z-1,<0
sinon,
ol a et Z sont des vecteurs de R ". Conformément au résultat énoncé a la section 4.1.2, on

notera que dans le cas présent : V,, =L+ 1.

Les deux premicres méthodes présentées, qui s'inspirent de procédés de simplification des
réseaux de neurones artificiels, consistent en une sélection des composantes a[i] influencant
significativement le processus d'apprentissage. Leur efficacité est illustrée par la synthese d'un
détecteur linéaire opérant dans le plan temps-fréquence, bien que leur champ d'application ne
se limite pas a cette application. En revanche, la derni¢re méthode est uniquement dédiée au
controle de la complexité des détecteurs temps-fréquence, celle-ci reposant sur un moyennage

local des représentations. Ces trois méthodes originales font 1'objet des références [Ric98a],
p g ]

[Ric98b] et [Ric99].

Avertissement. Dans le cadre de ce document, la méthode utilisée pour l'élaboration de
toute structure de détection, a partir d'un ensemble d'apprentissage, est celle du critere
optimal. On rappelle qu'elle repose conjointement sur la résolution du systeme linéaire (3.40)
et l'optimisation du parametre & qui y intervient. Par soucis de clarté, on supposera tout au
long de la Section 4.2 que ce dernier est fixé a une valeur donnée. En pratique, les procédures
qui vont étre présentées doivent cependant étre intégrées au processus d'apprentissage du

détecteur, selon le schéma de principe indiqué en Figure 4.4.

4.2.1 Meéthodes de sélection

Une premiere alternative permettant de fixer la VC-dimension des détecteurs linéaires

énéralisés a une valeur r donnée est d'annuler L-r composantes du vecteur solution du
g )
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Cf. Sections 4.2.1 ou 4.2.2.
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Figure 4.4. Schéma de principe du contrdle de la complexité d'un détecteur durant la phase d'apprentissage.

systtme (3.40). Si on exclut l'idée naive d'éliminer les plus petites en valeur absolue, deux
principes au moins peuvent étre envisageés.

Le premier consiste a annuler les composantes a,[i] entrainant les plus faibles variations
de l'erreur quadratique EQ, suivante, définie a pattir de 'équation d'apprentissage (3.40) :
EQ (8 =|(aZ,+(1-a)%,) a- (4.10)

avec m =E{Z| H}, et 3, =E{(Z~-m) (Z- m)"| H}, ¢tant donné a.

Cette méthode, dite variationnelle, s'inspire d'une technique d'élagage des réseaux de neurones,

appelée Optimal brain damage [Her94].

Le second repose sur la minimisation de l'erreur quadratique EQ,, sous la contrainte
|a|<c, cO%". S'il n'y a pas d'annulation de composantes de la solution a proprement
patler, certaines d'entre elles sont cependant condamnées de tendre vers zéro, suivant le choix
de la constante C. Le principe de cette méthode de pénalisation s'inspire également d'un procédé

issu du domaine des réseaux de neurones artificiels, appelé Weight decay [Vap82].

Méthode variationnelle [Ric98b], [Ric99]
a) Principe. Le calcul des variations de EQ,, notées 8EQ,, en fonction de celles des
composantes &[i] du vecteur &, notées 3a[i], conduit a :

BEQ (3= 5 altzyg[aga) a[]+22 aaEQ(a) 5a[i]?
| (4.11)

1o °EQ(a) )
+_; 5o o4 1 5ali] 34 +o(||a|| )

Le premier terme du membre de droite de cette équation est nul lorsque a=a,, ou a, est
solution du systeme (3.40), étant donné a. Le troisieme est également égal a zéro lorsqu'on se

place dans une base de vecteurs propres normalisés {® }i i de aZ,+(1-a)Z,. On
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rappelle que cette matrice est diagonalisable puisqu'elle est symétrique. Dans cette base,
l'erreur quadratique associée au vecteur de projection a, est définie par :

EQ(3) =Y (W all-ml])

on @ =R g et M =P (m-m)), (4.13)

la itme colonne de la matrice de passage P, étant le vecteur propre normalisé ®¢ associé a la

2
>

(4.12)

itme valeur propre (”. En combinant les expressions (4.11) et (4.12), on obtient finalement :

SEQ,(7) =5 (1 &3[1)

2
. (4.14)

Par conséquent, I'accroissement 8EQ" correspondant a l'annulation de la i*™ composante de

&,, obtenu pour &a,[i] = &,[i], est égal a:

SEQ(3,) = (k! & l1)

()

a

SEQY(3,) = W17 si u #0. (4.15)

Les composantes &,[]] associées aux valeurs propres nulles peuvent quant a elles étre

2

En constatant que ! &,[i] =M,[i] lorsque p’ #0, on a finalement :

systématiquement écartées de la sélection, l'accroissement SEQ!” associée étant nul.

En conclusion, la méthode variationnelle permet de fixer la VC-dimension des détecteurs
linéaires généralisés a une valeur r donnée, en annulant les L-r composantes du vecteur

a, = P a, les moins significatives au sens de l'erreur quadratique EQ,.

b) Propriété fondamentale. On se propose de montrer maintenant que l'accroissement SEQ
correspondant a l'annulation de la i¥™¢ composante de &, est indépendant du parameétre o, a
condition que X et X, vérifient certaines propriétés peu restrictives. Ce résultat repose sur le

théoréme préliminaire suivant :

Proposition 4.1. [Gol93]. Soient A et B deux matrices symétriques, a valeurs dans A et de

dimension (nx n). Soit C(x) la matrice définie ainsi :
C(W)=pA+1-p)B, uOZR.
S'il existe une valeur de u appartenant a l'intervalle [0, 1] telle que C(x) est une matrice semi-

définie positive et que ker(C(/J )) = ker(A)n ker() alors il existe une matrice non-singuliere
P telle que PTA P et P'B P sont diagonales.

Preuve. Soit x4 appartenant a l'intervalle [0, 1] telle que C(x) est une matrice semi-définie
positive et que ker(C(/J)) = ker(A)n ker®) Soit Q' C(u) Q la décomposition de Schur de
C(u) définie ainsi :
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0
Q/ C(u) Ql:ﬁg (ﬁ, avec D =diag(, ,...,d, ), d >0.

En posant X, = Q diag(D™?,1_,), B, = X/ B X, et C, = X] C(1) X,, on obtient alors :

d, 0O
C = = +(1- .
ZHy oHHA Q- B
Puisque ker(C (y)) = ker(A)n ker(B ) les matrices A; et B; ont la structure suivante :

0 0
A= ﬁAlol (ﬁ, B, = éB(;l (ﬁoﬁ Aq1 et Byg sont des matrices de dimension (n-kKx n-k).
Si on suppose que u est différent de 0 et que Z' B, Z=diag(h ,... , R ) est la décomposition
de Schur de Byy, en posant X = X, diag(Z |,_,) on obtient finalement que :
XT"B X=diag(§,...,h ,0... ,0)= D,

1 10, 00 1-pu
XTAX==X'(Quw-@Q-1) B X==0* -—-
u ( E) u HO u

En revanche, si u est égal a 0, on considere alors la décomposition de Schur

R= 0.

Z" A, Z=diag(a,...,a ) de la matrice A; et on procede de la méme facon que

précédemment. ]

De cette proposition découle directement le résultat original suivant :

Proposition 4.2. Soient 2, et Z, les matrices de variance covariance du vecteur aléatoire Z,

conditionnellement aux hypotheses Ho et Hi. Soit C(x) la matrice définie ainsi :
Clu)=pz,+A-pz,, pUR.
Sl existe un réel u de lintervalle [0,1] pour lequel ker(C(u))=kerE,)n kerg, )

l'accroissement OEQ" de l'erreur quadratique EQ, correspondant a l'annulation de la itme

composante de 8, est indépendant du parametre a.

Preuve. D'aprés la proposition 4.1, il existe une matrice de passage P telle que PTZ P et
PTZ, P soient toutes deux diagonales. Celle-ci étant indépendante de «, l'accroissement
SEQ" correspondant a l'annulation de la ié™¢ composante de &, = P' g, est également

indépendant de a. D'aprés la relation (4.15), S3EQ" est en effet défini ainsi :
8EQ"(3,) = M 1% si kg’ # 0, avec M= P (m - ). u

On peut noter que la condition ker(C(u)): ker@€,)n kerg,) est peu restrictive en
pratique, l'usage d'un détecteur a structure imposée se justifiant surtout lorsque les sous-

espaces ker(Z,) et ker(Z,) sont égaux. Dans le cas contraire, on préférera en effet adopter
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une approche plus classique de type filtrage adapté a un sous-espace [Sch91], en I'occurrence
icia ker(Z,)-[kerE&,)n kerg,)]ou ker(Z,)—[kerE&,)n kerg,)]

En conclusion, les différents sous-espaces sur lesquels le vecteur a, est projeté, de sorte
que la complexité du détecteur linéaire généralisé associé puisse étre controlée par la méthode
variationnelle, sont indépendants du parameétre . L'association de cette approche a la

méthode du critére optimal constitue donc un gage de robustesse pour la solution obtenue.

Méthode de pénalisation [Ric98b], [Ric99]

La méthode de pénalisation repose sur la construction, au sein de la classe £ des

détecteurs linéaires généralisés, d'une séquence de sous-ensembles imbriqués 2 © :

P2 019%0..029"0..0D, (4.16)
E d(2)=1 , E

on @V =@ :a'z-A 7 0 |a =¢, & 0%, (4.17)
E d(2)=0 E

avec 0<c? <c? <. <" <....

Bien que la procédure d'optimisation en deux étapes requise par cette approche soit
analogue a celle du principe SRM, la définition de @ © est toutefois quelque peu différente :
elle repose désormais sur un classement des détecteurs selon le module de leur vecteur de
projection &, et non selon la VC-dimension de la classe qui les regroupe. Pourtant, comme
cela va étre montré, la finalité visant a faire varier la capacité d'apprentissage des structutres de
détection, afin de déterminer celle qui semble la mieux adaptée a une base d'apprentissage

donnée, demeure inchangée.

Afin de simplifier l'exposé qui suit, on se place a présent dans une base de vecteurs
propres normalisés {®Y }1.i de a T, +(1-a)Z,. Les notations adoptées sont identiques a
celles employées pour décrire la méthode variationnelle. Soit &'” le vecteur de projection
minimisant l'erreur quadratique EQ, définie par 1'équation (4.10), sous la contrainte
EE Jc de sorte que le détecteur linéaire généralisé associé appartienne a @ ©. D'aprés

le théoréeme de Kuhn-Ticker, il existe un multiplicateur de Lagrange p”, associé au

b

aramétre ¢ | tel que :
P >, telq

arg min{ EQ @+p"| “a||2} :

aowt

e

En annulant les dérivées partielles de la fonction EQ, (@) +p" || 7<:’t||2 par rapport a @[], on

peut établir la relation (4.18).

i )?
a, [l E—(M;i))zéi o0 m, [1] :(M(’())Z—zp(r) [, (4.18)
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ou &, =P g, a, étant solution du systéme linéaire (3.40).

Ce résultat montre ainsi que les composantes &,[i] ne sont pas affectées par la méthode de
pénalisation lorsque p’ >> \/F , mais tendent en revanche vers 0 lorsque p&’ <<,/p® .
Par conséquent, l'introduction d'une contrainte dans le processus d'apprentissage entraine une
modification de la capacité des détecteurs, que I'on peut alors estimer par l'expression (4.19)

en adaptant a notre probléme le résultat donné dans [Mo092] :

M\?
LD, ou Int{} désigne l'opérateur partie entiere. 4.19
( <i))2 (r)B & P ’
T \He ) TP

Ce résultat n'est cependant valide que si la matrice a2, +(1-a)X;, admet un spectre de

(r) —
V," =Intg

valeurs propres étroit, conformément a [Moo92].

En agissant sur la dynamique de certaines composantes du vecteur de projection a durant
l'apprentissage, les méthodes de sélection qui viennent d'étre présentées procedent de fagon
analogue pour controler la capacité d'apprentissage des détecteurs linéaires généralisés. Bien
que tres efficace, comme le montre l'exemple traité dans la section suivante, la méthode de
pénalisation est néanmoins plus délicate a mettre en oeuvre que l'approche variationnelle,

puisqu'elle nécessite I'optimisation conjointe des paramétres a et p.

Expérimentations dans le plan temps-fréquence

L'objet de cette section est d'illustrer l'efficacité des méthodes variationnelle et de
pénalisation, en optimisant le détecteur (4.20) a partir d'un ensemble d'apprentissage de taille
modeste par rapport au nombre de parametres a déterminer.

: T
[0 si (@) W, —-A,<0

sinon,

d(X) = (4.20)

ou W, désigne la représentation de Wigner-Ville du signal X, écrite sous forme vectorielle. Le
probleme considéré dans le cadre de cette expérimentation est identique a celui figurant en
Section 3.3.5.a. Il concerne la détection d'un signal aléatoire S noyé dans un bruit blanc,
gaussien, centré et identiquement distribué sous les hypotheses Ho et Hy :
H,: X =B

%—Il :X=S+ B

ot S(K = kexp(-045K) sin05kT+© ) k{1 ..,1, © étant une variable aléatoire

uniformément distribuée sur l'intervalle [0, 2711 . La variance de B est fixée de sorte que le
q

(4.21)

rapport signal sur bruit soit égal a -3 dB. Dans ces circonstances, on rappelle que le test de
détection optimal est obtenue pour a,. =W, ou W, désigne la représentation de Wigner-

Ville du signal a détecter.
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Afin d'lllustrer les effets néfastes d'un ensemble d'apprentissage de faible cardinalité sur les
performances d'une structure de détection, le détecteur (4.20) a été optimisé grace a la
méthode du critere optimal sur la base de 300 réalisations de chacune des hypothéses Hg et
Hi, préalablement transformées en signaux analytiques. Pour cela, chacun des moments
statistiques conditionnels M, et Z,_,, du vecteur aléatoire W, a été estimé au moyen de
200 échantillons. Les autres données ont quant a elles été destinées a I'évaluation des
performances du détecteur au cours du processus d'apprentissage, afin de guider le choix du
parametre o . Il apparait sur la Figure 4.5.(a) que la composante &;. obtenue ne reflete pas le
contenu temps-fréquence du signal Sa détecter. Cette constatation est par ailleurs confirmée
par les pictres performances que présente le détecteur, comme l'indique la Figure 4.5.(b). A
titte de comparaison, on pourra consulter la Section 3.3.5.a, ou le cas d'un ensemble

d'apprentissage de 40000 données est utilisé pour résoudre le probleme de détection (4.21).

De facon a maitriser l'influence de la taille de l'ensemble d'apprentissage sur les
performances des détecteurs, les procédures variationnelle et de pénalisation ont été
successivement associées a la méthode du critere optimal. Dans le cadre de la méthode
variationnelle, 'optimisation de la probabilité d'erreur, estimée comme dans le cas précédent a
partir de 100 réalisations de chacune des hypotheses, conduit a un minimum pour o = 0.4 et
une VC-dimension réduite a 5. Le résultat présenté en Figure 4.6 laisse apparaitre que la
référence temps-fréquence a,. obtenue est similaire a la représentation de Wigner-Ville du
signal a détecter. En ce qui concerne la méthode de pénalisation, la probabilité d'erreur atteint
un minimum pour a =0.32 et une VC-dimension approximativement égale a 8, si on adopte
l'estimateur (4.19). Le résultat présenté en Figure 4.7 montre également que dans ce cas, la

référence &;- obtenue reflete le contenu temps-fréquence du signal S

Finalement, les performances de ces détecteurs ont été estimées sur un ensemble de 4000
réalisations de chacune des hypotheses. Les résultats sont indiqués en Figure 4.8. Pour une
probabilité de fausse alarme fixée a 0.1, les méthodes variationnelle et de pénalisation
conduisent respectivement a des probabilités de bonne détection égales a 0.75 et 0.77. A titre
de comparaison, ces résultats sont voisins de la probabilité de bonne détection du filtre
adapté opérant dans le plan temps-fréquence qui est égale a 0.78, et qui constitue la
performance de référence. Ces performances sont en revanche trés supérieures a la
probabilité de 0.65 obtenue lorsque la complexité de la structure de détection ne fait 1'objet

d'aucun controéle. Ceci illustre 'efficacité des procédures proposées.
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Figure 4.5 : Détection d'un signal a phase initiale aléatoire noyé dans un bruit blanc, gaussien et centré.

(a) Configuration du détecteur linéaire opérant dans le plan temps-fréquence obtenu par la méthode du

critere optimal. L'ensemble d'apprentissage est composé de 300 réalisations des hypothéses Ho et Hi.

(b) Courbes COR du filtre adapté opérant dans le plan temps-fréquence (trait plein) et du détecteur obtenu

par la méthode du critére optimal (trait discontinu). Un ensemble de 4000 données a été utilisé pour estimer
ces performances.

(@ (b)

paramétre a

fréquence

40

VC-dimension

Figure 4.6 : Détection d'un signal a phase initiale aléatoire noyé dans un bruit blanc, gaussien et centré.
(a) Optimisation de la structure de détection par association des méthodes du critére optimal et variationnelle.
Les coutbes de niveaux sont celles d'une estimation de la probabilité d'erreur. La probabilité d'erreur
minimale est obtenue pour une VC-dimension égale 5. (b) Configuration du détecteur linéaire opérant dans le
plan temps-fréquence. L'ensemble d'apprentissage est composé de 300 réalisations de chacune des
hypotheses Hg et Hy.
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Figure 4.7 : Détection d'un signal a phase initiale aléatoire noyé dans un bruit blanc, gaussien et centré.
(a) Optimisation de la structure de détection par association des méthodes du critere optimal et de
pénalisation. Les courbes de niveaux sont celles d'une estimation de la probabilité d'etreur. (b) Configuration
du détecteur linéaite temps-fréquence. L'ensemble d'apprentissage est composé de 300 réalisations de
chacune des hypotheses Hg et Hy.
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Figure 4.8 : Détection d'un signal a phase initiale aléatoire noyé dans un bruit blanc, gaussien et centré.
(a) Courbe COR du filtre adapté opérant dans le plan temps-fréquence. Courbes COR des détecteurs
linéaires opérant dans le plan temps-fréquence, obtenus par association de la méthode du critére optimal et
des méthodes (b) variationnelle ou (c) de pénalisation, lorsqu'on dispose d'un ensemble d'apprentissage
constitué de 300 réalisations de chacune des hypothéses Hg et Hy. (d) Coutbe COR du détecteur obtenu
dans les mémes conditions que (b) et (c), lorsqu'il n'est fait appel a aucune procédure de contréle de la
complexité.
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Classe de Cohen et détection a structure imposée

Au cours d'un certain nombre d'expérimentations que 1'on a pu effectuer, on a été amené a
constater qu'un filtrage préalable de la représentation de Wigner-Ville des signaux étudiés
peut conduire a une amélioration substantielle des performances d'un détecteur linéaire
opérant dans le plan temps-fréquence. Dans le cadre de cette section, on s'attache a expliquer
ce phénomene en considérant dans un premier temps, les détecteurs linéaires obtenus par
résolution du systeme (3.40). Une extrapolation a un cadre plus général est bricvement

envisagée dans un second temps.

Conformément aux éléments présentés en Section 1.3.2, on rappelle que le filtrage de la
représentation de Wigner-Ville W, se traduit dans le domaine Doppler-retard par une simple
pondération de la fonction d'ambiguité a bande étroite A, . C'est précisément pour bénéficier
de cette propriété que le raisonnement qui suit suppose la mise en oeuvre des méthodes du
critere optimal, variationnelle et de pénalisation dans cet espace de représentation. La nature
du probléeme de détection demeure cependant inchangée en raison de la bijectivité de
l'application linéaire liant W, et A, dont on rappelle qu'il s'agit de la transformée de Fourier
bidimensionnelle. En particulier, si on note ap; la transformée de Fourier bidimensionnelle
de la référence temps-fréquence a;, le test de détection (4.20) se reformule ainsi, dans le
domaine Doppler-retard :

[0 si /\(X) = (a'TF)TWX _)‘o = (aDR)T AX _)‘0 <0

sinon,

d(X) = (4.22)

en adoptant une notation vectorielle pour W, , A,, a, et ay;. Dans un premier temps, on
suppose que la référence a,; résulte de 1'équation (3.40), de sorte que les enseignements
apportés par 1'étude des méthodes variationnelle et de pénalisation puissent étre exploités

dans la suite de cette section.

Les travaux de Vapnik et Chervonenkis sur la théorie de l'apprentissage ont mis en
¢évidence qu'un contréle adapté de la complexité d'une structure de décision peut conduire a
une amélioration de ses performances. En particulier, les méthodes variationnelle et de
pénalisation présentées dans ce document remplissent parfaitement ce role, comme le
confirment les expérimentations effectuées dans le plan temps-fréquence. Au prix d'un
changement de base défini par une matrice de passage orthogonale notée P, on a ainsi montré
que leur mode d'action consiste en une pondération @[i] &,5[i] des composantes de la
référence 8., = PTay,. Plus précisément, la référence Doppler-retard &%, résultant de

chacune de ces deux procédures s'écrit :

a5, = D, 8y, avec D, =diag @y [L],-.., @oe[L]), (4.23)
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ou L désigne le nombre d'échantillons de I'observation X. Dans la définition de la matrice
diagonale D,, les composantes @,[i] sont soit booléennes, soit données par I'expression
(4.18), selon que l'on fasse usage de la méthode variationnelle ou de pénalisation. La
statistique de détection linéaire A?(X) mettant en oeuvre la référence Doppler-retard &3, est

alors donnée par l'expression suivante :

/\(p(x) = (agR)T A _/\o =(P Qp P %R)T A _/\o = %R (CDDR &) _)‘Os (4'24)
avec @, =PD, P".

Ainsi, A°(X) consiste, a une constante additive pres, en un produit scalaire entre la référence
ap; ct limage de A, par l'application linéaire associée a la matrice ®,. Cette derniere
n'étant pas diagonale dans le cas général, il est malheureusement impossible de qualifier
l'opération @, A, de pondération de la fonction d'ambiguité, et par conséquent de l'associer
a une représentation temps-fréquence de la classe de Cohen. L'expression (4.24) suggere
cependant qu'une pondération appropriée de A,, avant l'exécution de la procédure
d'apprentissage, offre certainement une alternative intéressante aux méthodes de sélection,
pour le contrdle de la capacité du détecteur. Pour cela, il est suffisant que la matrice diagonale
®,; conduise a l'annulation de certaines composantes de A,, ou tout moins a leur
atténuation, a l'image des modes opératoires respectifs des méthodes variationnelle et de
pénalisation. En conséquence, ces premiers éléments laissent prévoir I'existence de détecteurs
opérant sur des représentations de la classe de Cohen, telles que le spectrogramme par

exemple, qui s'averent plus performants que celui agissant sur la représentation de
Wigner-Ville.

Afin de vérifier cette conjecture, le cadre expérimental proposé pour illustrer I'efficacité
des méthodes dites de sélection a été conservé. Le détecteur suivant, opérant sur un
spectrogramme, a alors été optimisé sur la base de 300 réalisations de chacune des hypotheses
du probléme (4.21), grace a la méthode du critere optimal :

: T
(D si (are) S; A, <0

sinon,

d(X) = (4.25)

ou S} désigne le spectrogramme de l'observation X, pondéré par une fenétre de Hanning de

largeur L/4, notée h. On rappelle que L représente le nombre d'échantillons de X.
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Figure 4.9 : Détection d'un signal a phase initiale aléatoire noyé dans un bruit blanc, gaussien et centré.
(a) Courbe COR du filtre adapté opérant dans le plan temps-fréquence. Courbes COR des détecteurs linéaires
opérant sut (b) la teprésentation de Wigner-Ville et (c) le spectrogramme de l'obsetvation X, sans controle de la
complexité lors de la mise en oeuvre de la méthode du critere optimal. Courbes COR des détecteurs linéaires
opérant sur la représentation de Wigner-Ville, obtenus par association de la méthode du critére optimal et des
méthodes (d) variationnelle ou (e) de pénalisation. L'ensemble d'apprentissage est constitué de 300 réalisations
de chacune des hypothéses Hg et Hi. Les performances sont estimées sur un ensemble comprenant 8000
données.

Hypothese H0 Hypothese H1

Valeurs propres
Valeurs propres

Indice Indice

Figure 4.10. Valeurs propres normalisées des matrices de variance covariance conditionnelles des composantes
de (a) la représentation de Wigner-Ville W, , (b) du spectrogtamme S; et (c) de @ W, . Dans ce dernier cas,
@ provient de l'application de la méthode de pénalisation, comme l'indique l'expression (4.23). Afin de ne pas
nuire 2 la clarté de la figure, les valeurs propres obtenues apres la mise en oeuvre de la procédure variationnelle
n'ont pas été indiquées. Les résultats sont cependant semblables aux cas (b) et (c).
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Les performances de ce détecteur, indiquées en Figure 4.9, ont été estimées sur un
ensemble comprenant 8000 données. Pour une probabilité de fausse alarme fixée a 0.1, il
apparait ainsi que les structures de détection opérant sur la représentation de Wigner-Ville et
le spectrogramme S} ont respectivement une probabilité de bonne détection de 0.65 et 0.72.
Cette issue, a I'avantage du spectrogramme, va a 'encontre de nombreuses idées recues en
matiére de détection dans le plan temps-fréquence, l'opération S; =W, OW pouvant
s'accompagner d'une perte d'information. Le résultat présenté est toutefois justifié par la
théorie de Vapnik et Chervonenkis, le filtrage de W, a l'aide W, se traduisant par une
réduction de la dimension de l'espace des observations, accompagnée d'une atténuation de

certaines composantes, comme l'indique la Figure 4.10.

En conclusion, si ces travaux sont encore a un stade préliminaire, ils laissent cependant
entrevoir la possibilité d'appliquer le principe SRM sans avoir recours a des procédures
externes telles que les méthodes variationnelle, de pénalisation ou encore de partitionnement,
qui fait I'objet de la prochaine section. C'est la une illustration supplémentaire et originale des

potentialités de la classe de Cohen pour résoudre certains problémes de décision.

4.2.2 Méthode de partitionnement

Contrairement aux procédures variationnelle et de pénalisation, la méthode de
partitionnement est uniquement dédiée au controle de la VC-dimension des détecteurs

linéaires opérant dans le plan temps-fréquence :

:él) si /\(X):zaﬂ:[nn} W[ n r}1—)\0<0

H sinon,

d(X) (4.26)

ou la matrice W, désigne la représentation de Wigner-Ville discréte du signal X En effet,
cette approche consiste a contraindre la référence a,. d'étre constante sur chacune des r
régions Ay d'une partition du plan temps-fréquence, ou elle prend une valeur notée 7T

[Ric98a]. Ce principe est illustré par la Figure 4.11. En vertu du fait que la statistique de

détection A(X) s'exprime alors sous la forme suivante

AX=3 Sadnm W B=y Su W adEy A S Wl @2)
=T (n.fT0A =10, oA 1 (.fToa

on impose de ce fait au détecteur d'exploiter, a un coefficient multiplicatif pres, la valeur
moyenne de la représentation de Wigner-Ville sur chacune des r régions A. Par cette
heuristique, on espere ainsi controler la complexité de la structure de détection en limitant la

redondance informationnelle due, entre autre, a la corrélation d'éléments W, [n n} adjacents
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Figure 4.11 : Principe du partitionnement du plan temps-fréquence pour la détection.

[F1a93], tout en préservant en partie de l'information statistique nécessaire a la résolution du

probleme.

Le concept de partitionnement du plan temps-fréquence a patfois été exploité a d'autres fins.
Dans [Cha97] par exemple, les auteurs recherchent une partition permettant de décomposer
le signal analysé en composantes élémentaires, le débruitage et la classification étant des
applications potentielles. Dans le cadre de la détection linéaire dans le plan temps-fréquence,
la mise en oeuvre de ce concept, telle qu'elle a été proposée, permet de définir les classes de

détecteurs @ © suivantes [Ric98a] :

d(X)=1
@m:%:z a[nmMW ni-A, 2 Q al.npEmsur A 31, g 2l (2
n,m d(Xx)=0

qui satisfont la relation Y02 0.0 0... préconisée pour l'application du
au sein de @ ©

se traduit alors par l'optimisation conjointe de la partition - , des parameétres
p p ]

principe SRM. Conformément a ce dernier, la recherche de la structure défgpt
{7‘[1, ,7Tr} et du seuil Ay, au sens de la probabilité d'erreur empirique. Selon que I'on adopte

le principe SRM au sens strict ou large, le détecteur d finalement retenu est celui

n,opt
minimisant l'erreur garantie Ega définie par l'expression (4.9), ou toute estimation de la
g g )

probabilité d'erreur sur un ensemble de données indépendantes de </,

(r)

nopt dans un tel contexte est un probleme NP

Malheureusement, la détermination de d
difficile, consistant a rechercher une partition du plan qui soit optimale au sens d'un critere
donné. Toutefois, afin de trouver une solution approchée, on propose de coupler la méthode
du critere optimal avec un algorithme classique de partitionnement, comme l'indique la
Figure 4.12. Celui qui a été mis en ocuvre dans le cadre de l'expérimentation qui va suivre,

repose sur la modélisation de la partition {Al, ce A} par un diagramme de Voronoi [Dev96],
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taille r

—> Algorithme d'optimisation de partitions du plan —» g
de la partition

n,opt

critere minimisé : probabilité d'erreur empirique Pemp du détecteur

partition =)
{Ay A} emp
Optimisation du détecteur, estimation des performances
Résolution du systéme (3.40) avec optimisation de a,
o, > arg étant constante sur chacune des régions A;

Figure 4.12. Contréle de la capacité d'apprentissage d'un détecteur linéaire opérant dans le plan temps-
fréquence, par la méthode de partitionnement.

que l'on optimise grace a un algorithme de type génétique [Bac97]. L'étude détaillée de cette
procédure de partitionnement, ainsi que des alternatives existantes, sort cependant du cadre
de ce mémoire. En conséquence, le lecteur intéressé est invité a consulter [Sch96] par
exemple, s'il souhaite obtenir d'avantage de précisions sur la modélisation et l'optimisation des

partitions.

Afin de caractériser l'efficacité de la méthode de partitionnement pour le contréle de la
complexité des détecteurs opérant dans le plan temps-fréquence, le cadre d'expérimentation
déja commun aux méthodes variationnelle et de pénalisation a été conservé. On rappelle qu'il
concerne la détection d'un signal aléatoire S noyé dans un bruit blanc, gaussien, centré et
identiquement distribué sous les hypotheses Hg et Hy :
[H,: X=B
%—Il :X =S+ B
ou (K = kexp(045K)sin05kT+0 ) kD{L ...,1@, ©® étant une variable aléatoire

uniformément distribuée sur l'intervalle [0, 27]. La variance de B est fixée de sorte que le

(4.29)

rapport signal sur bruit soit égal a -3 dB.

Le détecteur (4.26) a été optimisé sur la base de 300 réalisations de chacune des
hypotheses, préalablement transformées en sighaux analytiques, selon le principe décrit par la
Figure 4.12. Etant donné une partition {Al, ey A} , la wvaleur moyenne locale des
représentations W, de l'ensemble d'apprentissage a tout d'abord été évaluée sur chacune des r
régions A, conformément a l'expression (4.27). Avant d'appliquer la méthode du critere
et 2,

o1 des vecteurs de '

optimal, chacun des moments statistiques conditionnels M,_,,
ainsi obtenus a alors été estimé au moyen de 200 données. Les autres réalisations ont quant a

elles été réservées a l'évaluation des performances du détecteur au cours du processus
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Figure 4.13 : Détection d'un signal a phase initiale aléatoire noyé dans un bruit blanc, gaussien et centré. La
structure de détection est optimisée en associant les méthodes du critere optimal et de partitionnement.
(a) Configuration de la partiion obtenue. (b) Configuration du détecteur linéaire temps-fréquence.
L'ensemble d'apprentissage est composé de 300 réalisations de chacune des hypotheses Hg et Hy.

d'apprentissage. Celles-ci ont ainsi permis d'ajuster d'une part le parametre @ intervenant
dans l'équation (3.40), d'autre part de guider 'algorithme de partitionnement dans sa quéte

d'une meilleure solution {Al, s A} pour l'itération suivante.

Le meilleur détecteur au sens de la probabilité d'erreur a été obtenu pour une partition
composée de 3 régions, dont la configuration est donnée par la Figure 4.13.(a). Il apparait que
I'une des zones correspond approximativement au support temps-fréquence du signal S a
détecter, ce qui est intuitivement satisfaisant. De plus, le résultat présenté par la
Figure 4.13.(b) montre que la référence &, associée a cette partition possede certains points
communs avec W, a l'image d'une représentation temps-fréquence simplifiée. Afin de juger
de son efficacité, les performances de ce détecteur ont été estimées sur un ensemble de 4000
réalisations de chacune des hypotheses. Les courbes COR présentées par la Figure 4.14
montre que les structures de détection obtenues grace aux méthodes variationnelle, de
pénalisation et de partitionnement sont satisfaisantes, au regard des performances du filtre
adapté temps-fréquence. L'avantage se porte toutefois en faveur des méthodes dites de
sélection, a la fois pour les résultats auxquels elles menent et les propriétés théoriques qu'elles
vérifient. Du point de vue de leur mise en oeuvre, les différentes approches présentées
posseédent cependant des spécificités qu'il convient de prendre en compte au moment du
choix. Ainsi, si les matrices de variance covariance X; manipulées par la procédure de
partitionnement sont de dimension r Xr , ou r est la taille de la partition considérée, elles sont

de dimension L? x L? lorsqu'on adopte I'une des méthodes de sélection, o L* est le nombre
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Figure 4.14 : Détection d'un signal a phase initiale aléatoire noyé dans un bruit blanc, gaussien et centré.
(a) Courbe COR du filtre adapté opérant dans le plan temps-fréquence. Courbes COR des détecteurs
linéaires opérant dans le plan temps-fréquence, obtenus par association de la méthode du critére optimal et
des méthodes (b) vatiationnelle, (c) de pénalisation ou (d) de partitionnement, lorsqu'on dispose d'un
ensemble d'apprentissage constitué de 300 réalisations de chacune des hypothéses Hg et Hj. (¢) Courbe COR
du détecteur obtenu dans les mémes conditions que (b), (c) et (d), lorsqu'il n'est fait appel a aucune
procédure de controle de la complexité.

d'éléments de W, . Dans le cadre de la synthese de détecteurs opérant dans le plan temps-
fréquence, ce dernier point limite par conséquent l'usage des procédures variationnelle et de
pénalisation aux signaux raisonnablement courts. L'objet de la prochaine section est de
montrer qu'il est néanmoins envisageable de repousser quelque peu cette limite, en raison de

la redondance informationnelle présente dans la représentation de Wigner-Ville.

4.3 Transformée de Wigner-Ville discreéte :
Dimension de 1'espace Image

La distribution de Wigner-Ville joue un role majeur dans le domaine de 'analyse temps-
fréquence, du fait des nombreuses propriétés qu'elle vérifie. Cependant, en raison du volume
important de données qui la caractérise, son usage demeure délicat dans certaines applications
telles que la détection et la classification de signaux non-stationnaires. L'objet de cette section
est de montrer que l'information véhiculée par cette représentation est toutefois tres
redondante du fait de I'existence de relations linéaires entre les composantes W,[n nj. Plus
précisément, on démontre que la totalité de la représentation de Wigner-Ville d'un signal réel,
complexe ou analytique peut étre linéairement reconstituée a partir d'un nombre limité

d'éléments W, [n n} particuliers. La considération d'une telle propriété peut évidemment
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mener a de nouveaux algorithmes dans le domaine de l'analyse temps-fréquence, plus rapides
et moins couteux en mémoire, cette redondance informationnelle étant non négligeable. A
titre d'exemple, il apparait en effet qu'environ un quart seulement des composantes W,[n nj

de la représentation de Wigner-Ville d'un signal analytique sont linéairement indépendantes.
p g g yuq

Cette section est organisée ainsi. Avant de poser le probléme, les conventions adoptées
sont préalablement précisées. Puis, le calcul du nombre maximum d'éléments W [n nj
linéairement indépendants est effectué, en distinguant le cas des signaux réels, complexes et
analytiques. En guise d'illustration, un détecteur linéaire opérant uniquement sur des
composantes linéairement indépendantes et aptes a engendrer la totalité de la représentation
de Wigner-Ville est enfin synthétisé. Celui-ci présente évidemment les mémes performances

que la structure de détection opérant sur l'ensemble des éléments W,[n nj .

Les résultats présentés dans cette section sont, a notre connaissance, tous originaux. Ils
font l'objet de la référence [Ric98c].

4.3.1 Conventions et position du probléme

. T . . , , . N
Soit x= (X[O], D Zﬂ) un signal constitué de L échantillons, appartenant a un espace
linéaire donné que l'on note E. Le parametre L est supposé pair, sans que cela nuise au
caractere général du raisonnement qui suit. Dans ces circonstances, on rappelle que la

transformée de Wigner-Ville discrete du signal X est alors donnée par :

W[n =2 “il R n kexp@— 4“?“%, (nm o[, ..., L-17, (430)
ot R[NK= %+ k § m Ik 431)

En s'appuyant sur la définition (4.30), on définit les applications f et g suivantes, telles que

go f fasse correspondre a tout élément X de l'espace linéaire E, 1'élément

Wo=(...W[nm.), (nmIo,.., L-1°:

xM - R=(..RI[NK..).(n kn kOO EIT, (4.32)
R MW =(..,Wnr..),(nmio EI°. (4.33)
Soient F et G les espaces Image respectifs de fet go f, c'est a dire :

F={R., xOE}, (4.34)
G ={w,, xOE} . (4.35)

F et G sont respectivement nommés espaces Image de la fonction d'autocorrélation

instantanée et de la transformée de Wigner-Ville discretes.
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La somme de deux transformées de Wigner-Ville discretes n'étant pas une transformée de
Wigner-Ville valide, G n'est pas un espace linéaire. En conséquence, on est amené a
reconsidérer la notion de dimension pour cet espace. Dans le cadre de cet exposé, on définit
la dimension de G, que I'on note dim(G), par le nombre minimum de vecteurs linéairement
indépendants requis pour engendrer tous les éléments de cet espace, au moyen de
combinaisons linéaires. L'addition n'étant pas non plus une loi de composition interne pour F,

on adoptera en conséquence la méme définition pour dim(F) que pour dim(G).

L'équation (4.30) prenant la forme d'une transformée de Fourier discréte, étant donné n,
les espaces F et G sont isomorphes et par conséquent de méme dimension. Puisque dim(G)
est en particulier égal au nombre recherché de composantes W[n n} linéairement
indépendantes dans une représentation de Wigner-Ville discrete, on s'attache a déterminer
dim(F) dans les paragraphes qui suivent. Pour cela, on est amené a distinguer le cas des

sighaux réels, complexes et analytiques.
4.3.2 Dimension des espaces Image de R, et W,

Les trois propositions qui suivent établissent la dimension de I'espace Image de la fonction
d'autocorrélation instantanée discrete, et par conséquent celle de la transformée de Wigner-

Ville discrete.

Proposition 4.3. Soit x=(X0], 2, ..., X L~ ;L)T un signal réel constitué de L échantillons, L
étant supposé pair. La dimension de l'espace Image F de la fonction d'autocorrélation

instantanée discréte R = (..., {n+ K X[ = k ..) ", ( m kr” XOQ EJ?, estdonnée par:

dim(F)=L2/4+L/2. (4.36)

Preuve. En s'appuyant sur la définition des composantes de R, on construit une base de
vecteurs € de F, comme lindique la Figure 4.15. Leur dénombrement, auquel on va

procéder, fournit alors la dimension dim(F) recherchée, qui satisfait :
dim(F) = card{e“'”} = car@(n+ k n— KO[.,..., L-17, k= q : (4.37)
La combinaison des conditions 0sn+k< L—1 et 0sn-k< L-1, que définit I'expression

(4.37), conduit a :
max{—k; k} < n< min{ L- k-1; L+ k—]},étant donné k=0,
que l'on peut encore exprimer ainsi :

0<n< L-2k-1,2condition que 0< L -2k -1, c'est a dire que O<k<Int{(L-1)/3.
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Figure 4.15. Détermination d'une base de I'espace F lorsque E désigne I'espace des signaux réels.

Sachant que Int{(L-l)/Z} =(L-1/ 2 puisque le parametre L est pair, les couples (n,K)
valides vérifient les deux conditions suivantes : 0sSn< L—2k—1avec 0sk<(L-1/ 2.

Le dénombrement des solutions envisageables conduit alors au résultat suivant :

(L-1)/2

dim(F) = dim(G) = Z (L-2k)= (L% 14)+ (L/2).

En conclusion, la représentation de Wigner-Ville d'un signal réel de L échantillons peut étre

générée a partir de L? /4+ L/ 2 composantes W,[n nj linéairement indépendantes. L

Proposition 5.4. Soit X = (X[O], A3, ..., X L- .].)T un signal complexe non analytique de L
échantillons, L étant supposé pair. La dimension de l'espace Image F de la fonction
d'autocorrélation instantanée R =(..,¥n+ K X[ n= k..),( » knr kKOJQ EI? est

donnée par :

dim(F) = L* /2. (4.38)

Preuve. La procédure adoptée pour déterminer la dimension de F, lorsque X est complexe
mais non analytique, consiste également a dénombrer les vecteurs d'une base de cet espace.
En particulier, la base présentée en Figure 4.16 rend compte, d'une part que les doubles
produits XK X[ B appartiennent a R, d'autre part que les termes complexes
x(n+ K X[ = k et {n-K X[ n+ k, k#0, sont conjugués.

En adoptant les notations de la Figure 4.16, on a ainsi :
dim(F) = card{e“”} + carc{ e‘;e‘l)} + car{i%&}

(4.39)
=card{(n,n) 0[o,..., L—1]2} +2 carc{(n+ kn- ROQ..., -1, k (}
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Figure 4.16. Détermination d'une base de I'espace F lorsque E désigne l'espace linéaite des signaux
complexes, non analytiques.

Or, d'apres la Proposition 4.3, on sait que :
card{(n+ k,n- Kk O[0,..., L-1°, k> (} = carc{( m kn KO[Q..., I=1°, k (}— L
(L2/4)-(L/2).

(4.40)

En combinant les expressions (4.39) et (4.40), on en déduit donc que :
dim(F)=L%/2
En conclusion, la représentation de Wigner-Ville d'un signal complexe mais non analytique,

de L échantillons, peut étre générée a partir de L*/2 éléments W [n nj linéairement

indépendants. u

Le cas des signaux analytique est certainement le plus important puisqu'en conduisant a
l'annulation des composantes portées par les fréquences négatives, l'usage de la transformée

de Hilbert permet une amélioration de la lisibilité des représentations de la classe de Cohen.

Proposition 4.5. Soit X=(X[0], X3, ..., X L- .].)T un signal analytique constitué de L
échantillons, L étant supposé pair. La dimension de l'espace Image F de la fonction
d'autocorrélation instantanée R =(..,¥n+ K X[ =k ..),( » kmr KOJQ EI? est

donnée par :

dim(F)= L2 /4+ L -1. (4.41)

Preuve. Soient y = (y[O], .o Yu2,0.., QT la transformée de Fourier du signal analytique

X, et H I'espace engendré par les doubles produits des composantes de Y :
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application linéaire h

transformée de Fourier

Figure 4.17 : Principe de 'évaluation de la dimension de l'espace G lorsque
E désigne l'espace des signaux analytiques.

H={R =[.. A 4( pHOO.. L3} (4:42)
Soit h I'application linéaire qui, a tout élément FH{y de H, fait correspondre I'élément R, de F
défini ainsi :

1 Y2 L2

K A k=53 S 10 dee B OIS 443)

La stratégie adoptée pour évaluer la dimension de F consiste, comme 1'indique la Figure 4.17,
a introduire entre E et F un espace intermédiaire H, dont la définition est donnée par
l'expression (4.42). En désignant par {€™"} une base de celui-ci, le nombre de vecteurs
h(e€™") linéairement indépendants fournit alors les dimensions dim(F) et dim(G)

recherchées.

La démarche suivie pour déterminer une base de l'espace H est identique a celle qui a été
adoptée dans le cas des signaux réels et complexes. Le principe de construction donné par la

Figure 4.18 prend ainsi en compte les trois propriétés suivantes :

1. Les doubles produits Y[ pl Y[ 4, p=q, sont réels ;
2. Les doubles produits Y{O] Y[ L/ 3 et YL/ 2] y[Q sont réels, [0 et Y[L/2] étant réels

puisque X est un signal analytique ;
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Figure 4.18. Détermination d'une base de I'espace F lorsque E désigne I'espace linéaire des signaux analytiques.

3. Les doubles produits n'entrant pas dans l'une des deux catégories précédentes sont

complexes.

Dans ces citconstances, la dimension de I'espace H est donnée par l'expression suivante

dim(H) Ecard{e(p’q’ (p,9 O0...., L/I2F - (0, L/ 2), p< (}

réel !

+cardfeln?, (p, Q) TI[0...., L/ 2 —(Q L/ 2, p< g
+card{e"’"”, p0[0,..., |_/2]} + carr{ é°'“2’}

=20ard{(p,q),(p,q)D[O,..., L/ 2P - (Q L/ 2, p< <}+( L/ 2+ )+1

Or, I'évaluation du premier terme de la somme indiquée ci-dessus donne :

car (0 0), (0. A)ID,.. L 2] - O,L/2), p> qzuf i- (L/2+)-E B /& L/4 1

ce qui implique que la dimension de I'espace H est égale a :

(4.44)

dimH)= L2 /4+L. (4.45)

En conséquence, l'espace F engendré par I'ensemble des vecteurs {h(€™") } est au plus de

dimension L?/4+ L. En fait, on peut montrer qu'il existe une unique relation linéaire entre

ces vecteurs, qui est : h(e®?) = H(€%"?). Ce résultat conduit 2 :

dim(F)=L*/4+L -1,

En conclusion, la représentation de Wigner-Ville d'un signal analytique de L échantillons

peut étre générée a partir de L*/4+ L—1 composantes W,[n nj linéairement indépendantes.m
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4.3.3 Exemples

Afin d'lllustrer les propriétés qui ont été énoncées, on présente tout d'abord un exemple de
reconstruction de la représentation de Wigner-Ville d'un signal analytique de L échantillons, a
partit de L*/4+ L -1 composantes W,[n n} linéairement indépendantes. Puis, un détecteur
linéaire nécessitant uniquement ce type d'information est généré. On montre alors qu'il
présente les mémes performances que la structure de détection linéaire opérant sur la totalité

de la représentation.

a) Reconstruction d'une représentation. Les composantes temps-fréquence de couleur claire, sur la
Figure 4.19.(a), sont linéairement indépendantes et véhiculent I'information nécessaire a la
reconstruction de la représentation de Wigner-Ville de tout signal analytique de 16
échantillons. Celles-ci ont été exhibées en générant préalablement une matrice, notée M, dont
chacune des 2000 lignes correspond a la représentation temps-fréquence d'un bruit de L
¢chantillons, initialement blanc avant d'étre transformé en un signal analytique. Les
composantes recherchées, au nombre de L?/4+L—1 dans ce cas, ont alors été isolées en
¢tudiant la décroissance du rang de la matrice M, consécutive a I'annulation successive de
chacune de ses colonnes. Les éléments W, [N n} ainsi identifiés dépendent évidemment de

l'ordre dans lequel s'effectue cette analyse de I'interdépendance linéaire des colonnes de M.

Au prix d'éventuelles permutations, on suppose dorénavant que les L? /4+ L -1 premiéres
colonnes de M sont linéairement indépendantes, tout comme les L?/4+L—-1 premicres

composantes des représentations W, , pour lesquelles on adopte une écriture vectorielle. Afin

(@ (b)

0.5 0.5
() Q
o [8)
c c
(9] (4]
=} =}
o o
L L

0 0

1 temps 16 1 temps 16

Figure 4.19 : L'information véhiculée pat les composantes temps-fréquence de couleur claite sur (a) permet
de reconstruire une teprésentation de Wigner-Ville dans sa totalité, comme l'illustre (b). Le signal étudié dans
cet exemple est défini ainsi: S(K) = kexp (-045k) sin @5k ), kO{ 1,.. ,1§.
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d'estimer la matrice A qui permet, a partit des ¢éléments identifiés précédemment, de
reconstituer la totalité d'une représentation de Wigner-Ville ainsi :

12/4+L-1

W, [i] = ZA[i, j]W>[],iD{L2/4+L,...,L2}, (4.46)

les L? =(L*/4+ L-1) problémes aux moindres carrés suivants ont été résolus :

2

io{ /a1 (4.47)

MLj ]—““j—%nw L]

A[i,.] = argmin

5 O.gL2rasL-t

L'erreur quadratique associée a la résolution de chacun d'eux est théoriquement nulle, ce que

l'on a pu vérifier expérimentalement.

b) Synthése d'un détectenr. 1e second exemple proposé concerne la synthese d'un détecteur
linéaire opérant uniquement sur les L’ /4+L -1 premiéres composantes de W, , que l'on
suppose linéairement indépendantes :

L14+L-1

Z ar[MW[1 -4, <0 (4.48)

_ H) st A(X) =

d(x) = A
sinon.

Avant de procéder a cette expétimentation, il convient d'établir les relations liant &, et la

référence a;. opérant sur la totalité de la représentation de Wigner-Ville de l'observation X.

La statistique de détection A(X), mettant en ocuvre la référence temps-fréquence a.,
peut étre reformulée ainsi :
L2 L2/4+L-1

A(X) = Zaﬂ:[i] V\&[] _Ao = Z

0 co -

an[] Yy Ailall QV\K]I ~Ao (4.49)
= j=L7Ta+L
L'identification terme a terme des statistiques définies par les expressions (4.48) et (4.49)
conduit au résultat suivant :

LZ
acll=a i+ Y Aijadi, io{L... 2 /4+L-1. (4.50)
j=L7TA+L

Réciproquement, les L*/4+ L -1 premiéres composantes de @, peuvent étre évaluées 2

partir de @, en résolvant le systeme linéaire suivant, obtenu en combinant les équations

(4.46) et (4.50) :

ar[i] =anl]+ Z Nijlagfi ,iD{L...,L2/4+L—]}, (4.51)
ot a[]] = LZMZL_Z[K Ta i, j0{tz/asL,..., 17}, 4.52)
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Figure 4.20 : Synthese d'un détecteur linéaire opérant uniquement sur une région particuliere du plan temps-
fréquence. (b) La référence obtenue dans ces circonstances, grace a la méthode du critére optimal, ne présente
a priori aucun point commun avec (a) la représentation de Wigner-Ville du signal a détecter. Et pourtant, le
développement de cette référence sur la totalité du plan temps-fréquence, obtenu en appliquant
successivement les relations (4.50) et (4.40), permet de retrouver en deux étapes (c) et (d), une configuration
satisfaisante.

Afin de retrouver a[i], iD{LZ/ 4+ L,...,Lz} , il ne reste alors plus qu'a appliquer la
relation (4.52).

Pour illustrer ces résultats, la référence temps-fréquence a;-, opérant sur les composantes
déterminées lors de la section précédente, a été optimisée pour la résolution du probleme de
détection (4.21). Pour cela, la méthode du critere optimal a été mise en ocuvre sur la base de
10000 réalisations de chacune des hypothéses H, et H,, préalablement transformées en
signaux analytiques. On note que la référence a,. obtenue, présentée en Figure 4.20.(b), ne
semble avoir aucun point commun avec la représentation de Wigner-Ville du signal a
détecter, qui est donnée en Figure 4.20.(a). Le systeme linéaire (4.51)-(4.52) a alors été résolu
afin de déterminer a.[K], k D{l, ey B4+ L= ]} , qui est représenté en Figure 4.20.(c). Ce
résultat a enfin été développé sur l'ensemble du plan temps-fréquence en appliquant la

relation (4.52). La référence a,. résultant de ces opérations, qui est donnée par la
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Figure 4.20.(d), s'avere convaincante puisqu'elle est caractéristique de la configuration du filtre
adapté temps-fréquence, ici optimal. Avec des probabilités de bonne détection égales a 0.78
pour une probabilit¢ de fausse alarme de 0.1, les références a,. et a, présentent

évidemment les mémes performances.

4.4 Conclusion

Dans un premier temps, ce chapitre a été consacré a la question du contrdle de la
complexité des détecteurs linéaires généralisés en vue d'une optimisation de leur
performances, lorsqu'ils sont établis a partir de données d'apprentissage. Afin d'apporter des
éléments de solution a ce probleme, on a ainsi fait appel au principe SRM qui constitue, par le
biais de I'inégalité de Vapnik-Chervonenkis sur laquelle il repose, l'un des fondements de la
théorie de I'apprentissage. La mise en oeuvre de celui-ci suppose cependant que l'on ait la
maitrise de la VC-dimension de la classe de détecteurs &) considérée. En conséquence, on a
¢été amené a présenter trois méthodes remplissant cette fonction, deux d'entre elles s'inspirant
de techniques d'élagage des réseaux de neurones artificiels. A cette occasion, on a montré que
le mode opératoire de ces dernicres repose sur une pondération appropriée des composantes
de l'observation. Appliquée au cadre de la détection linéaire dans le plan temps-fréquence,
cette propriété a permis de mettre en évidence que le controle de la capacité d'apprentissage
des détecteurs est également envisageable par l'intermédiaire de la fonction de paramétrisation
@ de la représentation C,[n, m; ¢ sur laquelle ils operent. C'est la une illustration originale
des potentialités de la classe de Cohen pour la résolution de certains problémes de détection a

structure imposée, qu'il conviendra d'approfondir ultérieurement.

Enfin, ce chapitre a permis de mettre en évidence que la dimension de l'espace engendré
par la représentation de Wigner-Ville des signaux réels, complexes ou analytiques, est
inférieure au nombre de composantes W [n nj qui la constitue. A titre d'illustration, cette
propriété a été mise en oeuvre pour la reconstruction complete de la représentation de
Wigner-Ville, a partir d'une connaissance partielle, mais non quelconque, de celle-ci. Hormis
les perspectives offertes en termes d'algorithmes plus rapides et moins cotteux en mémoire, il
semble que cette propriété puisse étre utilisée a des fins de débruitage. En effet, on peut
envisager de sélectionner une région du plan temps-fréquence ou le rapport signal sur bruit

parait favorable, puis de la filtrer avant de procéder a la reconstruction de la représentation.
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Chapitre 5

Détection des complexes K dans
1'électroencéphalogramme de sommeil

5.1 Introduction

L’étude des phénomenes transitoires de Délectroencéphalogramme a débuté dans les
années 30 [Loo35] avec la premicre description des fuseaux de sommeil. I’objectif de ces
travaux ¢tait alors d'établir une premicre classification, en stades, de l'activité cérébrale
humaine durant le sommeil. A l'heure actuelle, les efforts se concentrent d'avantage sur
l'analyse des phénomeénes transitoires, l'un des principaux objectifs étant la compréhension
des mécanismes générateurs du sommeil et du réle physiologique de l'activité électrique du
cerveau. Dans ce domaine de recherche, l'utilisation de moyens automatiques de traitement
de l'information demeure un facteur de progrés important en raison du volume considérable
de données a analyser [Gai73], [Ray86], [Rey87], [Sha93], [Cim97]. En effet, I'expertise des
signaux de sommeil, extrémement coulteuse et astreignante lorsqu'elle doit étre pratiquée
visuellement, ne peut étre raisonnablement envisagée a grande échelle, a moins d'étre

automatisée.

L'objet de ce chapitre est de proposer un outil destiné a la détection d'un signal transitoire
particulier de I'électroencéphalogramme de sommeil : le complexe K. Le choix de ce probleme
se justifie par une assez grande difficulté a le résoudre en raison d’une ressemblance marquée
de cet événement avec d'autres phénomenes observés en sommeil profond : les bouffées d'ondes
delta. Ce chapitre, qui fait I'objet des références [Ric98d] et [Ric98e], est organisé ainsi. Dans
un premier temps, on procéde a une description succincte de I'électroencéphalogramme de
sommeil, de ses phénomenes transitoires et plus particulicrement du complexe K. Puis, une
présentation de la méthodologie adoptée pour synthétiser un détecteur de complexes K est
effectuée. Enfin, les performances de la structure de détection obtenue sont analysées, puis

comparées a d'autres solutions existantes.
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5.2 Présentation du probléme
5.2.1 Macrostructure de 1'électroencéphalogramme

L'exploration physiologique du sommeil implique I'étude de plusieurs signaux, tels que
I'électroencéphalogramme, 1'électrooculogramme ou encore 1'électromyogramme. Le résultat
de cette analyse prend alors la forme d'une classification, en cinq stades, de séquences
successives de 30 secondes de sommeil. Ces stades sont essentiellement définis par la nature
des signaux alors rencontrés dans l'électroencéphalogramme, parmi lesquels on recense les
bouffées d'ondes delta, théta, alpha ou béta, que l'on identifie par leur support

fréquentiel [Cim97] :

Ondes : delta théta alpha béta

\ 4

En s'appuyant sur cette nomenclature, les cing stades de sommeil venant d'étre évoqués, et

illustrés par la Figure 5.1, sont définis ainsi :
Stade 1 : fragmentation des ondes alpha et survenue des ondes théta.
Stade 2 : apparition des fuseaux de sommeil et des complexes K.
Stade 3 : présence, sur 20 a 50 % du tracé, d'ondes lentes de grande amplitude, dites delta.
Stade 4 : présence de bouffées d'ondes delta sur plus de 50% du tracé.
Sommeil paradoxal : atonie musculaire et mouvements oculaires rapides.
Conventionnellement, le sommeil léger regroupe les stades 1 et 2, tandis que le sommeil profond est

composé des stades 3 et 4.

Si cette classification fournit des informations essentielles pour l'identification de certaines
anomalies du sommeil, elle conduit néanmoins a un diagnostic incomplet. En effet, elle ne
tient pas explicitement compte, par exemple, de la fréquence d'apparition des phénomeénes
transitoires, pourtant révélatrice de quelques pathologies. L'objet de la prochaine section est
précisément de décrire certains de ces événements, dit phasiques, parmi lesquels on recense le

complexe K.
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Figure 5.1. Illustration des 5 stades de sommeil, au moyen de séquences de 30 secondes
d'électroencéphalogramme. Les segments horizontaux figurant sur les tracés des stades 2, 3 et 4
indiquent la présence de complexes K.
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5.2.2 Microstructure de 1'électroencéphalogramme

Dans cette section, on décrit succinctement les trois événements phasiques les plus connus
de I'électroencéphalogramme de sommeil, sans s'attarder sur leur role physiologique qui est

parfois encore débattu.

a) Les pointes Vertex |[Cim97]. Comme l'indique la Figure 5.2, ce sont des impulsions négatives
qui surviennent en stade 1, durant la phase d'endormissement, et dont I'amplitude augmente
avec l'approfondissement du sommeil. Ces phénomeénes phasiques peuvent apparaitre en

réponse a des stimuli externes, ou se manifester spontanément.

50
0

-150 !
0 temps (s) 2.5

Figure 5.2. Exemple de pointe Vertex

b) Les fuseaux de sommeil [Cim97]. Ces événements constituent l'un des criteres de définition du
stade 2. Ils apparaissent sur 1'électroencéphalogramme sous la forme de signaux transitoires
quasi-sinusoidaux, de fréquence comprise entre 12 et 14 Hz, et de durée variant entre 0.5 et 1
seconde chez l'adulte. Un exemple est présenté en Figure 5.3. On les associe volontiers a un
mécanisme neurologique protégeant l'organisme des perturbations externes du sommeil, bien

que cette fonction ne fasse pas toujours l'unanimité.

150

-150 )
0 temps (s)

Figure 5.3. Exemples de fuseaux de sommeil.

¢) Le complexe K [Cim97]. Le complexe K constitue, avec les fuseaux de sommeil, I'un des
principaux marqueurs du début de sommeil puisqu'il apparait des le stade 2. Il est
généralement d'aspect biphasique, comprenant une onde positive rapide suivie d'une onde

négative de grande amplitude, comme on peut le constater sur la Figure 5.4. I dure environ 1
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seconde, présente un support fréquentiel compris entre 1 et 4 Hz, et se distingue par son
amplitude de 1'électroencéphalogramme de fond du stade 2, comme l'indique la Figure 5.1.
Cependant, en raison d'une similitude marquée avec d'autres phénomenes non stationnaires
observés en sommeil profond, tels que les bouffées d'ondes delta présentées en Figures 5.1 et
5.5, il reste tres difficile a isoler en stades 3 et 4. Ceci justifie 'intérét de méthodes statistiques

pour tenter d'apporter une réponse satisfaisante a ce probléeme de détection.

5.3 Syntheése d'un détecteur de complexes K
5.3.1 Description des données

L'acquisition des électroencéphalogrammes utilisés dans le cadre de cette étude a été
effectuée sur la dérivation dite Cz, a une fréquence d'échantillonnage de 128 Hz. Un
ensemble de complexes K a d'abord été constitué par un groupe de 5 experts. Ces
électrophysiologistes confirmés, qui ont effectué visuellement la cotation des signaux, ont
travaillé individuellement sur trois enregistrements de huit heures environ. Du fait d'une
certaine variabilité des résultats obtenus par ces cotateurs, on n'a retenu pour cette étude que
les événements sélectionnés par la majorité d'entre eux, afin de constituer un ensemble de
référence pour le complexe K. Puis, une base de phénomenes présentant des similitudes
marquées avec ce dernier (bouffées d'ondes delta, etc.) a été constituée. Tous ces événements
transitoires ont alors été synchronisés avant d'étre segmentés sur des durées de 2 secondes.
Finalement, les données ont été décimées d'un facteur 4, une fréquence d'échantillonnage de
32 Hz étant compatible avec les supports fréquentiels du complexe K, des ondes rapides qui

peuvent se superposer a lui, ainsi que des bouffées d'ondes delta.

De cette fagon, une base de données composée de 609 complexes K et de 1196
événements de nature différente, que I'on désignera désormais de fagon impropre par ondes
delta, a été constituée pour la présente étude. Quelques exemples issus de cet ensemble

d'apprentissage sont représentés en Figures 5.4 et 5.5.
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Figure 5.4. Représentations de complexes K dans les domaines temporel et temps-fréquence (Wigner-Ville).
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Figure 5.5. Représentations d'ondes delta dans les domaines temporel et temps-fréquence (Wigner-Ville).
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5.3.2 Résultats et discussion

Un certain nombre de travaux sur la non-stationnarité de 1'électroencéphalogramme de
sommeil justifie I'intérét des représentations temps-fréquence de la classe de Cohen, pour la
caractérisation des phénomenes transitoires rencontrés [Cho87], [Sha93], [Bra96], [Cim97].
Aussi, on a jugé intéressant de recourir aux composantes W,[n n} de la représentation de
Wigner-Ville de I'observation X, pour l'élaboration d'un détecteur linéaire généralisé de
complexe K. A ces données de nature quadratique, on a couplé les échantillons X[n] de sorte
que toute possibilité de converger vers une solution de type filtre adapté soit préservée. Ainsi,

la classe de détecteurs qui a été considérée s'écrit :

E d(X)=1 E
@=éd:/\(X)=(aTF)TV\4+(a)T X-4, Z 04
d(X)=0

La VC-dimension de £ étant déja conséquente par rapport au nombre de données
disponibles, on n'a pas jugé opportun pour le moment de faire appel a des statistiques de

détection polynomiales de degré plus élevé.

L'optimisation du test de détection a été effectuée grace a la méthode du critére optimal,
présentée en Section 3.3.4, associée a la procédure de partitionnement faisant l'objet de la
Section 4.2.2. Cependant, les approches basées sur les principes variationnel, de pénalisation
ou consistant a lisser les représentations temps-fréquence, ayant donné de bons résultats en
simulation, on envisage de les tester ultérieurement sur ce probleme. La partition {Al, e A}
du plan temps-fréquence a été optimisée sur la base de 300 complexes K et de 600 ondes
delta, en suivant le mode opératoire décrit par la Figure 4.12. Le meilleur détecteur, au sens
d'une estimation de la probabilité d'erreur, a été obtenu pour une partition composée 30
régions, comme le montre la Figure 5.6. Sur la base de cette partition, on a alors utilisé les 309
complexes K et les 596 ondes delta restants afin d'enchainer 250 phases d'apprentissage, grace
a la méthode du critere optimal, et de test. Ainsi, 220 complexes K et 500 ondes delta ont été
tirés aléatoirement pour la synthése du détecteur, a chaque itération, les autres échantillons
étant destinés a l'estimation de la courbe COR. La Figure 5.7 présente les contributions
relatives des composantes temporelle (a;)" X et temps-fréquence (a,)" W, dans la
statistique A(X), par le biais de la projection des données sur le plan défini par les vecteurs
a; et a;. Cette représentation illustre explicitement l'intérét de combiner les informations de

nature linéaire et quadratique pour la résolution de ce probleme.

Dans un premier temps, l'efficacité de 'approche présentée a été évaluée en comparant les
résultats obtenus a ceux d'un détecteur opérant dans le domaine temporel, puis a ceux d'un

détecteur opérant dans le plan temps-fréquence, dont la complexité avait été préalablement
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Figure 5.6. Estimation de l'erreur de généralisation en fonction de la taille r de la partition du plan
temps-fréquence, pour les détecteurs opérant dans le domaine temps-fréquence (trait continu) et
conjointement dans les domaines temporel et temps-fréquence (trait discontinu).

optimisée. Pour ce dernier, la taille de la partition a ainsi été fixée a 30, conformément aux
résultats présentés en Figure 5.6. Les courbes COR moyennes résultant des 250
apprentissages décrits précédemment, représentées en Figure 5.8, indiquent les pertes de
performances dues a l'usage de statistiques de détection purement linéaires ou quadratiques
pour résoudre ce probleme. Dans un second temps, les performances du détecteur ont été
comparées a celles de quelques solutions déja existantes. Comme cela est montré dans le
Tableau 5.1, les meilleurs résultats ont été rapportés dans [Ban92] : un réseau de neurones a
permis d'obtenir 90% de bonnes détections pour 8.1% de fausses alarmes, a comparer aux
4% de fausses alarmes que l'on a obtenu pour le méme niveau de sensibilité. Tout en
demeurant prudent pour la comparaison de ces résultats, qui dépendent fortement de la
constitution de la base de données, on peut affirmer que la solution a laquelle on a abouti

compte parmi les plus performantes.

Approche Bonnes détections (%) Fausses alarmes (%)
Da Rosa et col. [Dar91] Modélisation 89 49
Destiné et col. [Des94] Réseaux de neurones 64 et 76 pour 4 et 12, resp.
Bankman et col. [Ban92] Réseaux de neurones 90 et 95 pour 8.1 et 14.1, resp.
La présente étude [Ric98d] Structure imposée 90 et 95 pour 4 et 7.5, resp.

Tableau 5.1. Performances de quelques détecteurs de complexes K existants.
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Figure 5.8. Détecteurs de complexes K. Courbes COR obtenues respectivement pour les détecteurs opérant
dans les domaines temporel (trait pointillé), temps-fréquence (trait discontinu), et conjointement dans les deux
(trait continu). Performances des détecteurs de Da Rosa (@), Destiné (<-) et Bankman (@).

5.3.3 Conclusion

L'objet de ce chapitre était de valider, sur un probleme réel réputé difficile, certains des
principes présentés dans ce document. Il résulte ainsi de la présente étude sur la détection
automatique du complexe K dans I'électroencéphalogramme de sommeil que la solution

proposée compte parmi les plus performantes actuellement rapportées dans la littérature. De
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plus, il semble que ces résultats puissent encore faire 1'objet d'améliorations significatives en
combinant les informations provenant de plusieurs dérivations, démarche généralement
adoptée par les électrophysiologistes. Enfin, I'un des avantages de la méthodologie présentée
réside dans le fait qu'elle est immédiatement transposable a tout autre probleme de détection

de phénomeénes transitoires.
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Conclusion générale

La définition d'une méthodologie pour la synthése de détecteurs a structure imposée, avec
application a la détection par représentation temps-fréquence, a motivé I'écriture de ce
mémoire. Aussi, avant de clore celui-ci, nous allons en rappeler les principaux résultats en

nous attachant a dégager quelques perspectives de recherche.

Dans un premier temps, nous avons présenté la notion de représentation temps-fréquence
en nous intéressant principalement aux distributions d'énergie de la classe de Cohen. Nous
avons alors évoqué certains problémes pratiques liés a leur usage, la présence de termes
interférentiels nuisant a l'interprétabilité des représentations en étant un exemple. Parmi les
autres difficultés qui peuvent se présenter, nous nous sommes intéressés en particulier au
volume de calculs prohibitif qu'induit 'analyse de signaux longs. Ainsi, apres avoir mis
l'accent sur le potentiel des algorithmes récursifs pour le calcul rapide des représentations
temps-fréquence, nous avons présenté de fagon homogene et unifiée les propriétés de
récursivité directe et indirecte de la transformée de Fourier a court terme et de certains
éléments de la classe de Cohen. Enfin, nous les avons étendues aux distributions modifiées

par la méthode de réallocation.

Puis, nous avons procédé aux premiers choix stratégiques concernant la définition d'une
méthodologie pour I'élaboration de détecteurs a structure imposée. On rappelle que cette
approche consiste a sélectionner le meilleur test de détection d'un ensemble £ donné, au
sens d'un critere € a définir. Pour £, notre choix s'est porté sur la classe des détecteurs
polynomiaux définis par la Proposition 3.4, principalement pour sa propriété de consistance
universellement forte, qui constitue une garantie de performance. En ce qui concerne C, nous
avons tout d'abord montré l'intérét théorique que présente la classe of des criteres de
contraste ne dépendant que des moments d'ordre un et deux de la statistique de détection.
Nous avons cependant été amené a constater que la qualité de chacun de ces criteres dépend
du probleme traité. La méthode présentée dans le cadre de ce chapitre a permis d'apporter
une réponse a ce probleme, en conduisant a la détermination analytique du meilleur critére de

o8 pour le probléme traité, c'est a dire celui pour lequel le détecteur obtenu a une probabilité
p p ) p q
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d'erreur minimale. Finalement, le plan temps-fréquence, qui constitue un espace privilégié
) q q g
pour l'analyse de la configuration de certains détecteurs, a permis d'illustrer la validité des

options adoptées.

Afin de limiter les effets néfastes de la malédiction de la dimensionnalité, nous avons recherché
une adéquation entre la richesse de la classe £, formellement définie par la notion de VC-
dimension empruntée a la théorie de l'apprentissage, et le nombre de données disponibles
pour 1'élaboration d'un test de détection. Nous avons ainsi proposé trois méthodes, dont le
mode opératoire consiste en un controle de la dimension de l'espace & des observations.
Transposé au cadre de la détection linéaire dans le plan temps-fréquence, ces procédures ont
permis de montrer qu'un choix approprié de la représentation C.[n, m; ¢ conditionne
significativement les performances susceptibles d'étre atteintes par un détecteur. C'est la une
illustration originale des potentialités de la classe de Cohen pour la résolution de certains
problemes de détection a structure imposée, qui confére a la représentation un role décisif
dans le processus décisionnel. Ce concept étant novateur, nous pensons qu'il peut étre
intéressant de poursuivre les investigations dans cette voie, en caractérisant notamment les
effets de la fonction de paramétrisation @ d'une représentation donnée sur la dimension de
l'espace & des réalisations. On pourra alors envisager une formulation temps-fréquence du
principe SRM, ne nécessitant plus le recours a des procédures externes telles que celles qui

ont été évoquées ci-dessus.

En toute logique, nous avons débuté cette étude par la distribution de Wigner-Ville sans
pouvoir, faute de temps, 1'étendre a d'autres distributions. Néanmoins, nous avons montré,
contre toute attente, que la dimension de I'espace engendré par la représentation de Wigner-
Ville est inférieure au nombre de composantes W,[n n} qui la constituent, que le signal
analysé soit réel, complexe ou analytique. A titre d'illustration, cette propriété a été mise en
oeuvre pour la reconstruction compléte de la représentation de Wigner-Ville, a partir d'une
connaissance partielle, mais non quelconque, de celle-ci. Mises a part les perspectives offertes
en termes d'algorithmes plus rapides et moins colteux en mémoire, il semble que cette

propriété puisse également ¢tre utilisée a des fins de débruitage.

Finalement, la méthodologie présentée dans ce mémoire a été validée sur le probléme
réputé difficile de la détection du complexe K dans I'électroencéphalogramme du sommeil. 11
résulte de cette étude que la solution proposée compte parmi les plus performantes décrites
dans la littérature. De plus, ces résultats sont susceptibles de pouvoir étre améliorés en

combinant les informations de plusieurs dérivations de I'électroencéphalogramme.
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RESUME :

Ce mémoire traite de la détection des sighaux non-stationnaires lorsque les seules
informations disponibles pour I'élaboration du détecteur consistent en une base de signaux
étiquetés, auquel cas la structure de celui-ci doit étre choisie a priori. La potentialité des
approches temps-fréquence (TF) pour la résolution de tels problemes est en particulier
considérée. Les Chapitres 1 et 2 justifient l'intérét de I'analyse TF pour I'étude des signaux
non-stationnaires. Certains problemes pratiques liés a l'usage des représentations de la classe
de Cohen sont présentés et leur résolution évoquée. En particulier, afin de limiter le volume
de calcul prohibitif qu'induit l'analyse des signaux longs, une stratégie récursive est proposée.
Le Chapitre 3 est consacré a la détection a structure imposée des sighaux non-stationnaires.
On justifie théoriquement l'intérét des détecteurs linéaires généralisés puis on présente un
algorithme permettant d'en optimiser les parametres. Celui-ci repose sur la recherche du
meilleur critere de contraste pour le probleme traité, au sens de la probabilité d'erreur. Afin
d'en optimiser les performances, on vise dans le Chapitre 4 a adapter la complexité des
détecteurs linéaires généralisés, notion définie en théorie de I'apprentissage par la dimension
de Vapnik-Chervonenkis VC, a la taille de la base de signaux utilisée. En s'appuyant sur le
principe de "Structural Risk Minimization" de Vapnik, on propose ainsi diverses méthodes
d'optimisation de VC reposant sur un controle approprié de la dimension de l'espace de
représentation des signaux. En particulier, dans le cadre de la détection par représentation TF,
on démontre que l'opération de lissage peut remplir cette fonction puis que la dimension de
l'espace engendré par la distribution de Wigner-Ville est plus faible qu'attendue. Enfin, le
Chapitre 5 est consacré a 'application des méthodes proposées au probléeme de la détection

du complexe K dans 'EEG de sommeil.

MOTS-CLES :

théorie de la détection critere de contraste

analyse temps-fréquence théorie de l'apprentissage
distribution de Wigner-Ville dimension de Vapnik-Chervonenkis
algorithme récursif complexe K
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